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СКРЕЩЕННОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ АЛГЕБРЫ КАНОНИЧЕСКИХ
АНТИКОММУТАЦИОННЫХ СООТНОШЕНИЙ В АЛГЕБРЕ КУНЦА

Аннотация. В работе показывается, что алгебра Кунца является C∗-скрещенным произведе-
нием алгебры канонических антикоммутационных соотношений, порожденной стандартной
рекурсивной фермионной системой, с группой целых чисел по эндоморфизму.
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УДК: 512.667 : 517.51

Появление данной статьи мотивировано необходимостью построения полевой алгебры
[1]–[3] с целью описания суперотборной структуры [4] конечных квантовых ферми-систем.
С этой целью построено скрещенное произведение C∗-алгебры Кунца с группой целых чи-
сел по некоторому эндоморфизму [5]. При этом использованы результаты работы [6], где
была предложена рекурсивная конструкция построения алгебры канонических антикомму-
тационнvх соотношений (КАС) с помощью генераторов алгебры Кунца O2 (т. е. вложение
алгебры КАС в O2).
Алгебра Кунца Od (d ≥ 2) представляет собой C∗-алгебру, порожденную изометриями

ψ1, ψ2, . . . , ψd, которае удовлетворяют соотношениям

ψ∗
i ψj = δi,jI,

d∑
i=1

ψi ψ
∗
i = I,

где I — единица алгебры. Введем для удобства сокращения: ψi1i2···im ≡ ψi1ψi2 · · ·ψim ,
ψ∗

i1i2···im ≡ ψ∗
im

. . . ψ∗
i2

ψ∗
i1
и ψi1···im; jn···j1 ≡ ψi1 · · ·ψimψ∗

jn
· · ·ψ∗

j1
. Из приведенных выше соот-

ношений следует, что алгебра Od как линейное пространство порождена так называемыми
мономами — операторами вида ψi1···im; jn···j1 . Канонический унитальный ∗-эндоморфизм ρ
алгебры Od определяется как

ρ(X) =
d∑

i=1

ψiXψ∗
i , X ∈ Od.
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Генераторы am и a∗n (m,n = 1, 2, . . . ) C∗-алгебры КАС фермионов удовлетворяют усло-
виям [7]

{am, an} = {a∗m, a∗n} = 0,

{am, a∗n} = δm,nI.

В [6] показывается, что алгебра КАС изоморфна алгебре OU(1)
2 ⊂ O2, которая состоит из

элементов алгебры O2, инвариантных относительно стандартного действия группы U(1).
Другими словами, эта подалгебра как линейное пространство порождена мономами вида

ψi1 · · ·ψikψ∗
jk
· · ·ψ∗

j1,

где i1, . . . , ik, j1, . . . , jk = 1, 2. Здесь действие τ группы U(1) на O2 задается посредством

τ(z)(ψi) = zψi, z ∈ U(1) i = 1, 2.

Согласно работе [6] конструкция рекурсивной фермионной системы (РФС) состоит из
трех составляющих: элемента a ∈ Od, отображения ζ на O2d и унитального ∗-эндоморфизма
ϕ на Od. Эта тройка R = (a, ζ, ϕ), называемая РФС в Od, удовлетворяет следующим усло-
виям:

a2 = 0, {a,a∗} = I, (1)
{a, ζ(X)} = 0, ζ(X)∗ = ζ(X∗), X ∈ O2, (2)

ζ(X)ζ(Y ) = ϕ(XY ), X, Y ∈ O2. (3)

Вложение ΦR алгебры КАС в Od, ассоциируемое с R = (a, ζ, ϕ), определяется образами
генераторов an (n = 1, 2, . . . ) алгебры КАС следующим образом:

ΦR(an) ≡ ζn−1(a) ≡ ( ζ ◦ ζ ◦ · · · ◦ ζ︸ ︷︷ ︸
n−1

)(a), n = 1, 2, . . . .

В силу равенств (1)–(3) эти элементы удовлетворяют соотношениям

{ΦR(am), ΦR(an)} = ϕm−1({a, ζn−m(a)}) = ϕm−1(0) = 0, m ≤ n,

{ΦR(am), ΦR(an)∗} = ϕm−1({a, ϕn−m(a∗)}) = ϕm−1(0) = 0, m < n,

{ΦR(an), ΦR(an)∗} = ϕn−1({a,a∗}) = ϕn−1(I) = I.

Обозначим образ вложения алгебры КАС через AR ⊂ Od. AR называется КАС-подалгеброй,
ассоциированной с R.
Ограничимся случаем d = 2. Рассмотрим стандартную рекурсивную фермионную систе-

му C = (a, ζ, ϕ):

a ≡ ψ1ψ
∗
2 ,

ζ(X) ≡ ψ1Xψ∗
1 − ψ2Xψ∗

2 , X ∈ O2,

ϕ(X) ≡ ρ(X) = ψ1Xψ∗
1 + ψ2Xψ∗

2 , X ∈ O2.

Здесь ρ — канонический эндоморфизм алгебры O2 (??). КАС-подалгебру, ассоциированную
со стандартной рекурсивной фермионной системой C, обозначим AC . Как отмечалось выше,
AC = OU(1)

2 .
Для построения C∗-скрещенного произведения алгебры AC по некоторому эндоморфизму

δ этой алгебры воспользуемся теорией C∗-скрещенных произведений, описанной в [5], [8].
Рассмотрим отображение δ : AC → O2, задаваемое для каждого a ∈ AC формулой

δ(a) = ψ1aψ∗
1 .
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Tогда справедлива

Лемма 1. Отображение δ является ∗-эндоморфизмом δ : AC → AC.

Пусть на C∗-алгебре A задан ∗-эндоморфизм γ. Линейное положительное непрерывное
отображение γ∗ : A → A, сохраняющее инволюцию, называется трансфер-оператором (от-
носительно γ), если для любых a, b ∈ A выполняется условие [8]

γ∗(γ(a)b) = aγ∗(b)

Если дополнительно для всех a ∈ A выполняется

γγ∗(a) = γ(1)aγ(1),

то трансфер-оператор γ∗ называется полным.
На алгебре AC введем также отображение

δ∗(a) = ψ∗
1aψ1 для каждого a ∈ AC . (4)

Лемма 2. Отображение δ∗, заданное формулой (4), является полным трансфер-оператором
δ∗ : AC → AC относительно δ.

Предложение 1. Для C∗-подалгебры алгебры Кунца, ассоциированной со стандартной
рекурсивной фермионной системой, и для трансфер-оператора δ∗ справедливы равенства

δ∗ζ(X) = X, X ∈ AC ,

δ∗(a) = 0, n = 0.

Рассмотрим C∗-алгебру B := B(AC , ψ1), порожденную алгеброй AC и изометрией ψ1.
Согласно определению [8] алгебра AC является алгеброй коэффициентов для B, если до-
полнительно выполняется очевидное свойство

ψ1a = δ(a)ψ1, a ∈ AC .

Поэтому справедлива

Лемма 3. Алгебра AC является алгеброй коэффициентов для B.

В соответствии с теорией [5] алгебру B можно рассматривать как скрещенное произве-
дение

B = AC ×δ Z = B(AC , ψ1),
элементами которого являются конечные суммы вида

x = ψ∗N
1 aN + · · · + ψ∗

1a1 + a0 + a1ψ1 + · · · + aNψN
1 .

Предложение 2. C∗-алгебра AC ×δ Z есть алгебра Кунца.

Tаким образом, показано, что алгебру Кунца можно представить как скрещенное произ-
ведение алгебры КАС с эндоморфизмом.
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Crossed product of an algebra of canonical anticommutative relations in the Kuntz algebra

Abstract. We show that the Cuntz algebra is a C∗-crossed product of the canonical anticommuta-
tion relations algebra, generated by a standard recursive fermion system, with the group of integers
by endomorphism.
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