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О НЕКОТОРЫХ СПЕЦИАЛЬНЫХ РЕШЕНИЯХ
УРАВНЕНИЯ ЭЙЗЕНХАРТА

З.Х. ЗАКИРОВА

Аннотация. В работе ведется исследование 6-мерных псевдоримановых пространств
𝑉 6(𝑔𝑖𝑗) с сигнатурой [+ + − − −−], которые допускают проективные движения, то
есть группы непрерывных преобразований, сохраняющих геодезические. Общий метод
определения псевдоримановых многообразий, которые допускают негомотетическую
проективную группу 𝐺𝑟, был развит А.В.Аминовой. А.В. Аминова классифицировала
все лоренцевы многообразия размерности ≥ 3, которые допускают негомотетические
проективные или афинные преобразования. Эта проблема не решена для псевдорима-
новых пространств с произвольной сигнатурой.

Для того чтобы найти псевдо-риманово пространство, допускающее негомотетиче-
ское инфинитезимальное проективное преобразование, нужно проинтегрировать урав-
нение Эйзенхарта

ℎ𝑖𝑗,𝑘 = 2𝑔𝑖𝑗𝜙,𝑘 + 𝑔𝑖𝑘𝜙,𝑗 + 𝑔𝑗𝑘𝜙,𝑖.

Псевдоримановы многообразия, для которых существуют нетривиальные решения
ℎ𝑖𝑗 ̸= 𝑐𝑔𝑖𝑗 уравнений Эйзенхарта, называются ℎ-пространствами. Известно, что про-
блема определения таких пространств зависит от типа ℎ-пространства, т.е. от типа
билинейной формы 𝐿𝑋𝑔𝑖𝑗 , определенной характеристикой 𝜆-матрицы (ℎ𝑖𝑗 −𝜆𝑔𝑖𝑗). Чис-
ло возможных типов зависит от размерности и сигнатуры ℎ-пространства.

В работе найдены метрики и определены квадратичные первые интегралы уравне-
ний геодезических 6-мерных ℎ-пространств типов [(21 . . . 1)(21 . . . 1) . . . (1 . . . 1)].

Ключевые слова: дифференциальная геометрия, псевдоримановы многообразия, си-
стемы дифференциальных уравнений с частными производными.

Mathematics Subject Classification: 53C50, 53B30.

1. Введение

Линия 𝑥𝑖(𝑡) называется геодезической, если ее вектор скорости 𝑇 𝑖 = 𝑑𝑥𝑖/𝑑𝑡 параллелен
вдоль нее самой (см. [1]): ∇𝑡𝑇 = 0 . Уравнение геодезических в локальных координатах
имеет вид

𝑑2𝑥𝑖

𝑑𝑡2
+ Γ𝑖

𝑗𝑘

𝑑𝑥𝑗

𝑑𝑡

𝑑𝑥𝑘

𝑑𝑡
= 0, (1)

где Γ𝑖
𝑗𝑘 — компоненты связности псевдориманова многообразия (𝑀, 𝑔). Отметим, что здесь

и далее по повторяющимся индексам идет суммирование.
Преобразование 𝑓 псевдориманова многообразия 𝑀 на себя называется проективным

преобразованием, если оно переводит геодезические линии в геодезические линии.
Векторное поле 𝑋 называется инфинитезимальным проективным преобразованием или

проективным движением, если локальная однопараметрическая группа преобразований,
порождаемая этим полем в окрестности каждой точки 𝑝 ∈ 𝑀 , состоит из локальных
проективных преобразований.

Z.Kh. Zakirova, On some special solutions of Eisenhart equation.
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Векторное поле 𝑋 является инфинитезимальным проективным преобразованием на
многообразии 𝑀 с аффинной связностью ∇ тогда и только тогда, когда [2] (см. также
[8])

∇𝑌 (𝐿𝑋𝑍 −∇𝑋𝑍) − (𝐿𝑋 −∇𝑋)∇𝑌𝑍 = 𝑅(𝑋, 𝑌 )𝑍 − 𝜙(𝑌 )𝑍 − 𝑌 𝜙(𝑍), (2)
для поля 1-формы 𝜙 и всех векторных полей 𝑌, 𝑍 на 𝑀 , где 𝑅 — тензор кривизны.

В локальных координатах:
𝐿𝑋Γ𝑖

𝑗𝑘 = 𝛿𝑖𝑗𝜙𝑘 + 𝛿𝑖𝑘𝜙𝑗, (3)
что равносильно

𝐿𝑋Γ𝑖
𝑗𝑘 ≡ 𝜕𝑗𝑘𝜉

𝑖 + 𝜉𝑙𝜕𝑙Γ
𝑖
𝑗𝑘 − Γ𝑙

𝑗𝑘𝜕𝑙𝜉
𝑖 + Γ𝑖

𝑙𝑘𝜕𝑗𝜉
𝑙 + Γ𝑖

𝑗𝑙𝜕𝑘𝜉
𝑙 ≡

≡ 𝜉𝑖,𝑗𝑘 + 𝜉𝑙𝑅𝑖
𝑗𝑙𝑘 = 𝛿𝑖𝑗𝜙𝑘 + 𝛿𝑖𝑘𝜙𝑗.

Если 𝑀 — псевдориманово многообразие с метрикой 𝑔 и римановой связностью ∇, то
условие (2) эквивалентно уравнениям (см. [2], [8]):

𝐿𝑋𝑔 = ℎ, (4)
∇ℎ(𝑌, 𝑍,𝑊 ) = 2𝑔(𝑌, 𝑍)𝑊𝜙 + 𝑔(𝑌,𝑊 )𝑍𝜙 + 𝑔(𝑍,𝑊 )𝑌 𝜙, (5)

где (𝑌, 𝑍,𝑊 ) ∈ 𝑇 (𝑀), 𝜙 = 1
𝑛+1

div𝑋. Уравнение (4) называется обобщенным уравнением
Киллинга, второе уравнение (5) называется уравнением Эйзенхарта.

Впервые проблема определения 2𝐷 римановых многообразий, которые допускают про-
ективные движения или инфинитезимальные проективные преобразования, т.е. непре-
рывные группы преобразований, сохраняющих геодезические, рассматривались С. Ли и
М. Кенигсом (см. [3]). Другие важные результаты были получены А.З. Петровым в рабо-
те [4], который классифицировал геодезически эквивалентные псевдоримановы простран-
ства 𝑉 3. В дальнейшем, А.В. Аминова полностью решила эту задачу в [5]. Для рима-
нова многообразия с размерностью > 2 похожая проблема была решена Г. Фубини в [6]
и А.С. Солодовниковым в [7]1, в их трудах содержится классификация римановых про-
странств с размерностью > 2 по локальным группам проективных преобразований, более
широким, чем группы гомотетий. Заметим, что их выводы опирались на предположение
о положительной определенности рассматриваемых метрик. Если отказаться от условия
знакоопределенности, задача намного усложняется и требует совершенно нового метода
решения.

В работе [8] А.В. Аминова классифицировала все лоренцевы многообразия размерно-
сти ≥ 3, допускающие негомотетические инфинитезимальные проективные и аффинные
преобразования. В каждом случае были определены соответствующие максимальные про-
ективные и аффинные алгебры Ли.

Данная проблема не решена для псевдориманова пространства с произвольной сигна-
турой.

Для того чтобы найти псевдориманово пространство, допускающее негомотетическое
инфинитезимальное проективное преобразование, нужно проинтегрировать уравнение Эй-
зенхарта (5). Задача определения таких пространств зависит от типа ℎ-пространств, т.е.
от типа билинейной формы 𝐿𝑋𝑔, определяемой характеристикой Сегре 𝜆-матрицы (ℎ−𝜆𝑔)
(см. [8]). Если характеристика тензора 𝐿𝑋𝑔 есть [𝑎𝑏𝑐...], то мы будем называть соответству-
ющее пространство — ℎ-пространством типа [𝑎𝑏𝑐...]. Эти идеи впервые были высказаны
П.А. Широковым (см. [10]). Таким образом, псевдориманово пространство, для которого
существует нетривиальное решение ℎ ̸= 𝑐𝑔 уравнения Эйзенхарта, называется
ℎ-пространством.

Число возможных типов зависит от размерности и сигнатуры псевдориманова про-
странства. В частности, для 6-мерного псевдориманова пространства 𝑉 6(𝑔𝑖𝑗) с сигнатурой
[+ + −−−−] возможны следующие типы:

1) [(1...1)...(1...1)], т.е. [111111], [(11)1111], [(111)111] и т.д.;
1 Следует отметить, что полный обзор литературы по этой теме дан в работе [8] и в кандидатской

диссертации автора [9].
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2) [11(1...1)...(1...1)], т.е. [111111], [11(11)11], [11(111)1] и т.д;
3) [1111(1...1)...(1...1)], т.е. [(11)1111], [(11)(11)11], [1111(11)] и т.д ;
4) [(21...1)...(1...1)], т.е. [21111], [(21)111], [(211)11] и т.д.;
5) [(21)111], [(211)11], [2(11)11];
6) [(21...1)(21...1)(1...1)(1...1)], т.е. [2211], [(22)11], [2(21)1], [(21)(21)] и т.д.;
7) [2211], [22(11)];
8) [(31...1)...(1...1)], т.е. [3111], [(31)11], [(311)1] и т.д.;
9) [3111], [(31)11];
10) [321], [3(21)], [(32)1], [(321)];
11) [33], [(33)];
12) [411], (41)1], [4(11)], [(411)];
13) [51], [(51)].
Отметим, что ℎ-пространства под номерами 1), 2), 3) были исследованы Г.Фубини в [6]

и А.С. Солодовниковым в [7], ℎ-пространства под номерами 4), 5), 8), 9) были исследованы
А.В. Аминовой в [8], ℎ-пространства под номерами 6), 7), 10), 11), 12), 13) были исследо-
ваны автором в кандидатской диссертации [9]. Некоторые результаты были опубликованы
в [11]-[15].

Целью данной работы является исследование 6-мерных псевдоримановых пространств
𝑉 6(𝑔𝑖𝑗) с сигнатурой [+ + − − −−]. В частности, мы найдем метрики 6-мерных ℎ-
пространств типов [22(11)], [2(21)1],[2(211)], [(22)11], [(221)1], [(2211)], [(22)(11)], [(21)(21)]
и определим первые квадратичные интегралы уравнений геодезических этих
ℎ-пространств. Метрика ℎ-пространства типа [2211] была получена автором в [11].

Основной метод определения псевдоримановых многообразий, допускающих негомоте-
тическую проективную группу 𝐺𝑟, был развит А.В. Аминовой (см. [8])1. Используя в дан-
ной работе технику интегрирования в косонормальном (подвижном) репере, мы найдем
метрики рассматриваемых ℎ-пространств.

Уравнение Эйзенхарта
ℎ𝑖𝑗,𝑘 = 2𝑔𝑖𝑗𝜙,𝑘 + 𝑔𝑖𝑘𝜙,𝑗 + 𝑔𝑗𝑘𝜙,𝑖, (6)

в косонормальном репере имеет вид (см. [8])2

𝑋𝑟𝑎𝑝𝑞 +
𝑛∑︁

ℎ=1

𝑒ℎ(𝑎ℎ𝑞𝛾ℎ̃𝑝𝑟 + 𝑎𝑝ℎ𝛾ℎ̃𝑞𝑟) = 𝑔𝑝𝑟𝑋𝑞𝜙 + 𝑔𝑞𝑟𝑋𝑝𝜙 (𝑝, 𝑞, 𝑟 = 1, . . . , 𝑛), (7)

где

𝑋𝑟𝜙 ≡ 𝜉
𝑟

𝑖 𝜕𝜙

𝜕𝑥𝑖
, 𝛾𝑝𝑞𝑟 = −𝛾𝑞𝑝𝑟 = 𝜉

𝑝
𝑖,𝑗𝜉

𝑞

𝑖𝜉
𝑟

𝑗, 𝑎𝑖𝑗 = ℎ𝑖𝑗 − 2𝜙𝑔𝑖𝑗,

𝜉
𝑖

𝑗 — компоненты косонормального репера, 𝑔𝑝𝑟 = 𝑒𝑝𝛿𝑝
𝑟 и 𝑎𝑝𝑞 — канонические формы тензо-

ров 𝑔𝑝𝑟, 𝑎𝑝𝑞, соответственно, 𝛾𝑝
𝑙𝑘 = 𝑒𝑝𝛾𝑙𝑝𝑘 — компоненты связности в косонормальном репере

𝑋. Коммутаторы векторных полей 𝑋𝑘 and 𝑋ℎ определяются по формуле (см. [8])

[𝑋𝑘, 𝑋ℎ] =
𝑛∑︁

𝑙=1

𝑒𝑙(𝛾𝑙𝑘ℎ − 𝛾𝑙ℎ𝑘)𝑋𝑙̃, (8)

1 Впервые техника интегрирования в косонормальном репере была применена в работах [16], [17].
2 Отображение ∼, которое переводит одни индексы в другие, было впервые введено А.В. Ами-

новой в работах [16], [17] (см. также [8]) в определении косонормального (подвижного) репе-
ра. Следует заметить, что данные статьи А.В. Аминовой можно найти в интернете по ссылке
http://www.mathnet.ru/php/person.phtml?option_lang=rus&personid=8394. Опуская громоздкое опреде-
ление косонормального (подвижного) репера, достаточно привести несколько примеров, и читателям ста-
нет понятно действие отображения ∼. К примеру, для ℎ-пространства типа [2211] 1̃ = 2, 2̃ = 1, 3̃ = 4,
4̃ = 3, 5̃ = 5, 6̃ = 6; для ℎ-пространства типа [321] 1̃ = 3, 2̃ = 2, 3̃ = 1, 4̃ = 5, 5̃ = 4, 6̃ = 6; для
ℎ-пространства типа [411] 1̃ = 4, 2̃ = 3, 3̃ = 2, 4̃ = 1, 5̃ = 5, 6̃ = 6. Эти же соотношения сохраняются и
в случае кратных элементарных делителей, т.е. при наличие скобок в типах ℎ-пространств, например, в
случае [22(11)], [2(211)] и т.д.
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что равносильно

[𝑋𝑘, 𝑋ℎ] =
𝑛∑︁

𝑙=1

𝑛∑︁
𝑚=1

(𝛾𝑚𝑘ℎ − 𝛾𝑚ℎ𝑘)𝑔𝑚𝑙𝑋𝑙.

Отметим, что для 6-мерных ℎ-пространств типа [(21 . . . 1)(21 . . . 1) . . . (1 . . . 1)] 1̃ = 2,
2̃ = 1, 3̃ = 4, 4̃ = 3, 5̃ = 5, 6̃ = 6 (см. [8]).

Для 6-мерных ℎ-пространств типа [(21 . . . 1)(21 . . . 1) . . . (1 . . . 1)] канонические формы 𝑔𝑝𝑟
и 𝑎𝑝𝑞 имеют вид (см. [4])

𝑔𝑝𝑟 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 𝑒2 0 0 0 0
𝑒2 0 0 0 0 0
0 0 0 𝑒4 0 0
0 0 𝑒4 0 0 0
0 0 0 0 𝑒5 0
0 0 0 0 0 𝑒6

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (9)

𝑎𝑝𝑞 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 𝑒2𝜆2 0 0 0 0

𝑒2𝜆2 0 0 0 0 0
0 0 0 𝑒4𝜆4 0 0
0 0 𝑒4𝜆4 0 0 0
0 0 0 0 𝑒5𝜆5 0
0 0 0 0 0 𝑒6𝜆6

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

где 𝑒1 = 𝑒2, 𝑒3 = 𝑒4, 𝑒𝑖 = ±1, (𝑖 = 1, 2, ..., 6), 𝜆1 = 𝜆2, 𝜆3 = 𝜆4, 𝜆5, 𝜆6 — вещественные
функции, которые могут совпадать. Эти функции являются корнями характеристического
уравнения det(ℎ𝑖𝑗 − 𝜆𝑔𝑖𝑗) = 0.

2. Метрика ℎ-пространства типа [22(11)]

Подставив канонические формы 𝑔𝑝𝑟 и 𝑎𝑝𝑞 из (9) в (7) и учитывая, что для ℎ-пространства
типа [22(11)] 𝜆5 = 𝜆6, 1̃ = 2, 2̃ = 1, 3̃ = 4, 4̃ = 3, 5̃ = 5, 6̃ = 6, получим следующую систему
уравнений

𝑋𝑟𝜆2 = 0 (𝑟 ̸= 2), 𝑋𝑟𝜆4 = 0 (𝑟 ̸= 4), 𝑋𝑟𝜆6 = 0,

𝑋2(𝜆2 − 𝜙) = 𝑋4(𝜆4 − 𝜙) = 0, 𝛾121 = 𝑒2𝑋2𝜙, 𝛾343 = 𝑒4𝑋4𝜙,

𝛾142 = 𝛾241 =
𝑒2𝑋4𝜙

𝜆2 − 𝜆4

, 𝛾242 = − 𝑒2𝑋4𝜙

(𝜆2 − 𝜆4)2
, 𝛾324 = 𝛾423 =

𝑒4𝑋2𝜙

𝜆4 − 𝜆2

, (10)

𝛾424 = − 𝑒4𝑋2𝜙

(𝜆4 − 𝜆2)2
, 𝛾244 =

𝑒4𝑋2𝜙

(𝜆2 − 𝜆4)2
, 𝛾𝑠𝜎𝜎 =

𝑒𝜎𝑋𝑠𝜙

(𝜆𝑠 − 𝜆𝜎)
,

где 𝑟 = 1, 2, ..., 6, 𝜎 = 5, 6, 𝑠 = 2, 4, 𝛾56𝑟 — произвольные. Остальные 𝛾𝑝𝑞𝑟 равны нулю.
Известно, для того чтобы система линейных дифференциальных уравнений в частных

производных
𝑋𝑞𝜃 = 𝜉

𝑞

𝑖𝜕𝑖𝜃 = 0, (𝑞 = 1, . . . ,𝑚, 𝑖 = 1, . . . , 6,𝑚 < 6), (11)

где 𝜉
𝑞

𝑖 — компоненты косонормального репера, была вполне интегрируемой, т.е. чтобы она

допускала 6−𝑚 независимых решений, необходимо и достаточно, чтобы все коммутаторы
операторов системы ([2], см. также [8])

[𝑋𝑞, 𝑋𝑟] = 𝑋𝑞𝑋𝑟 −𝑋𝑟𝑋𝑞 =
6∑︁

𝑝=1

𝑒𝑝(𝛾𝑝𝑞𝑟 − 𝛾𝑝𝑟𝑞)𝑋𝑝 (12)

линейно выражались через операторы 𝑋𝑞.
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Используя формулы (10) и (12), выпишем коммутаторы операторов 𝑋𝑖 (𝑖 = 1, . . . , 6) в
рассматриваемом ℎ-пространстве:

[𝑋1, 𝑋2] = −𝑒1𝛾121𝑋2, [𝑋1, 𝑋3] = 0, [𝑋2, 𝑋3] = 𝑒4𝛾423𝑋3,

[𝑋1, 𝑋4] = −𝑒2𝛾241𝑋1, [𝑋3, 𝑋4] = −𝑒3𝛾343𝑋4,

[𝑋2, 𝑋4] = −𝑒2𝛾242𝑋1 − 𝑒1𝛾142𝑋2 + 𝑒4𝛾424𝑋3 + 𝑒3𝛾324𝑋4, (13)
[𝑋𝑝, 𝑋𝜎] = −𝑒𝜏𝛾𝜏𝜎𝑝𝑋𝜏 , [𝑋𝑞, 𝑋𝜎] = 𝑒𝜎𝛾𝜎𝑞𝜎𝑋𝜎 − 𝑒𝜏𝛾𝜏𝜎𝑞𝑋𝜏 ,

[𝑋5, 𝑋6] = −𝑒5𝛾565𝑋5 + 𝑒6𝛾656𝑋6,

где 𝑝 = 1, 3, 𝑞 = 2, 4, 𝜎, 𝜏 = 5, 6 (𝜎 ̸= 𝜏).
Далее, составляя вполне интегрируемые системы (11) из (13), мы определим допуска-

емые этими системами независимые решения, которые обозначим через 𝜃𝑖. После чего, с
помощью преобразования координат 𝑥𝑖′ = 𝜃𝑖(𝑥), мы можем обратить в нуль некоторые
компоненты 𝜉

𝑞

𝑖 введенного выше косонормального репера. В частности, вполне интегри-

руемыми системами из (13) являются системы: 𝑋1𝜃 = 𝑋3𝜃 = 𝑋4𝜃 = 𝑋5𝜃 = 𝑋6𝜃 = 0,
𝑋1𝜃 = 𝑋2𝜃 = 𝑋3𝜃 = 𝑋5𝜃 = 𝑋6𝜃 = 0, 𝑋1𝜃 = 𝑋2𝜃 = 𝑋3𝜃 = 𝑋4𝜃, 𝑋3𝜃 = 𝑋4𝜃 = 𝑋5𝜃 = 𝑋6𝜃 = 0,
𝑋1𝜃 = 𝑋2𝜃 = 𝑋5𝜃 = 𝑋6𝜃 = 0. Обозначим решение первой системы — 𝜃2, второй систе-
мы — 𝜃4, решения третьей системы — 𝜃5 и 𝜃6. Четвертая система имеет два независимых
решения, одно из которых обозначим через 𝜃1, а второе выберем совпадающим с 𝜃2 . По-
следняя система имеет также два независимых решения, одно обозначим через 𝜃3, а второе
выберем совпадающим с 𝜃4. После преобразования координат 𝑥𝑖′ = 𝜃𝑖(𝑥) в новой системе
координат, опустив штрихи, определим

𝜉
𝑝

𝑖 = 𝑃𝑝(𝑥)𝛿𝑝
𝑖, 𝜉

2

3 = 𝜉
2

4 = 𝜉
2

𝜎 = 𝜉
4

1 = 𝜉
4

2 = 𝜉
4

𝜎 = 𝜉
𝜎

𝛼 = 0, (14)

где 𝑝 = 1, 3, 𝜎 = 5, 6, 𝛼 = 1, 2, 3, 4, 𝑃𝑝(𝑥) — произвольные функции.
С помощью равенств (14) из той части уравнений (10), которая не содержит 𝛾𝑝𝑞𝑟, найдем

2𝜙 =
6∑︁

𝑖=1

𝑓𝑖 + 𝑐, 𝜆𝑖 = 𝑓𝑖, (15)

где 𝑓1 = 𝑓2(𝑥
2), 𝑓3 = 𝑓4(𝑥

4) — произвольные функции, 𝑓5 = 𝑓6 = 𝜆 — const, 𝑐 — const.
Приравнивая коэффициенты при одинаковых производных 𝜕/𝜕𝑥𝑖 в правых и левых

частях равенств (13), с помощью формул (10) и (14) получим систему уравнений на ком-
поненты 𝜉

𝑖

𝑗 косонормального репера:

1∘ 𝜉
1

1𝜕1𝜉
2

1 − 𝜉
2

1𝜕1𝜉
1

1 − 𝜉
2

2𝜕2𝜉
1

1 = −𝑓 ′
2𝜉
2

2𝜉
2

1,

2∘ 𝜉
1

1𝜕1𝜉
2

2 = −𝑓 ′
2(𝜉

2

2)2,

3∘ 𝜉
3

3𝜕3𝜉
1

1 = 𝜉
3

3𝜕3𝜉
2

1 = 𝜉
3

3𝜕3𝜉
2

2 = 0,

4∘ 𝜕4𝜉
1

1 =
𝑓 ′
4

𝑓2−𝑓4
𝜉
1

1,

5∘ 𝜕4𝜉
2

1 =
𝑓 ′
4

𝑓2−𝑓4
𝜉
2

1 − 𝑓 ′
4

(𝑓2−𝑓4)2
𝜉
1

1,

6∘ 𝜕4𝜉
2

2 =
𝑓 ′
4

𝑓2−𝑓4
𝜉
2

2,

7∘ 𝜉
3

3𝜕3𝜉
4

3 − 𝜉
4

3𝜕3𝜉
3

3 − 𝜉
4

4𝜕4𝜉
3

3 = −𝑓 ′
4𝜉
4

4𝜉
4

3,

8∘ 𝜉
3

3𝜕3𝜉
4

4 = −𝑓 ′
4(𝜉

4

4)2,

9∘ 𝜉
1

1𝜕1𝜉
3

3 = 𝜉
1

1𝜕1𝜉
4

3 = 𝜉
1

1𝜕1𝜉
4

4 = 0,

10∘ 𝜕2𝜉
3

3 =
𝑓 ′
2

𝑓4−𝑓2
𝜉
3

3,
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11∘ 𝜕2𝜉
4

3 =
𝑓 ′
2

𝑓4−𝑓2
𝜉
4

3 − 𝑓 ′
2

(𝑓4−𝑓2)2
𝜉
3

3,

12∘ 𝜕2𝜉
4

4 =
𝑓 ′
2

𝑓4−𝑓2
𝜉
4

4,

13∘ 𝜉
1

1𝜕1𝜉
𝜎

𝜎 = −𝛾𝜏𝜎1𝜉
𝜏

𝜎, (𝜏 ̸= 𝜎),

14∘ 𝜉
1

1𝜕1𝜉
𝜎

𝜏 = −𝛾𝜏𝜎1𝜉
𝜏

𝜏 , (𝜏 ̸= 𝜎),

15∘ 𝜉
3

3𝜕3𝜉
𝜎

𝜎 = −𝛾𝜏𝜎3𝜉
𝜏

𝜎, (𝜏 ̸= 𝜎),

16∘ 𝜉
3

3𝜕3𝜉
𝜎

𝜏 = −𝛾𝜏𝜎3𝜉
𝜏

𝜏 , (𝜏 ̸= 𝜎),

17∘ 𝜉
2

1𝜕1𝜉
𝜎

𝜎 + 𝜉
2

2𝜕2𝜉
𝜎

𝜎 = − 𝑓 ′
2

𝑓2−𝜆
𝜉
2

2𝜉
𝜎

𝜎 − 𝛾𝜏𝜎2𝜉
𝜏

𝜎, (𝜏 ̸= 𝜎),

18∘ 𝜉
2

1𝜕1𝜉
𝜎

𝜏 + 𝜉
2

2𝜕2𝜉
𝜎

𝜏 = − 𝑓 ′
2

𝑓2−𝜆
𝜉
2

2𝜉
𝜎

𝜏 − 𝛾𝜏𝜎2𝜉
𝜏

𝜏 , (𝜏 ̸= 𝜎),

19∘ 𝜉
4

3𝜕3𝜉
𝜎

𝜎 + 𝜉
4

4𝜕4𝜉
𝜎

𝜎 = − 𝑓 ′
4

𝑓4−𝜆
𝜉
4

4𝜉
𝜎

𝜎 − 𝛾𝜏𝜎4𝜉
𝜏

𝜎, (𝜏 ̸= 𝜎),

20∘ 𝜉
4

3𝜕3𝜉
𝜎

𝜏 + 𝜉
4

4𝜕4𝜉
𝜎

𝜏 = − 𝑓 ′
4

𝑓4−𝜆
𝜉
4

4𝜉
𝜎

𝜏 − 𝛾𝜏𝜎4𝜉
𝜏

𝜏 , (𝜏 ̸= 𝜎),

21∘ 𝜉
5

5𝜕5𝜉
6

5 + 𝜉
5

6𝜕6𝜉
6

5 − 𝜉
6

5𝜕5𝜉
5

5 − 𝜉
6

6𝜕6𝜉
5

5 = −𝛾565𝜉
5

5 + 𝛾656𝜉
6

5,

22∘ 𝜉
5

5𝜕5𝜉
6

6 + 𝜉
5

6𝜕6𝜉
6

6 − 𝜉
6

5𝜕5𝜉
5

6 − 𝜉
6

6𝜕6𝜉
5

6 = −𝛾565𝜉
5

6 + 𝛾656𝜉
6

6,

23∘ (𝜉
𝜎

𝜎𝜕𝜎 + 𝜉
𝜎

𝜏𝜕𝜏 )𝜉
𝛼

𝛽 = 0, (𝜏 ̸= 𝜎),

где 𝛼, 𝛽 = 1, 2, 3, 4, 𝜎, 𝜏 = 5, 6, 𝑓 ′
2 = 𝑑𝑓2

𝑑𝑥2 , 𝑓 ′
4 = 𝑑𝑓4

𝑑𝑥4 .
Из уравнения 23∘ следует, что все 𝜉

𝛼

𝛽 не зависят от переменных 𝑥5, 𝑥6. Интегрируя

уравнения 3∘, 4∘, 9∘, 10∘, найдем

𝜉
1

1 = (𝑓4 − 𝑓2)
−1𝐹1(𝑥

1, 𝑥2),

𝜉
3

3 = (𝑓2 − 𝑓4)
−1𝐹3(𝑥

3, 𝑥4),

где 𝐹1, 𝐹3 — функции указанных переменных, не равные нулю вследствие линейной незави-
симости векторов репера и формул (14). Из уравнения 3∘ также следует, что 𝜉

2

1 не зависит

от переменной 𝑥3.
Выражения для найденных компонент репера можно упростить с помощью преобразо-

вания координат

𝑥1 =

∫︁
𝑑𝑥1

𝐹1

, 𝑥2 = 𝑥2, 𝑥3 =

∫︁
𝑑𝑥3

𝐹3

, 𝑥4 = 𝑥4, 𝑥𝜎 = 𝑥𝜎,

которое не меняет вида равенств (14). В новой системе координат получим

𝜉
1

1 = (𝑓4 − 𝑓2)
−1, 𝜉

3

3 = (𝑓2 − 𝑓4)
−1. (16)

После этого, интегрируя уравнения 2∘ и 6∘ с учетом 3∘, найдем

𝜉
2

2 = (𝑓4 − 𝑓2)
−1(𝑓 ′

2𝑥
1 + 𝜃(𝑥2))−1,

где 𝜃(𝑥2) — произвольная функция переменной 𝑥2.
Возможны два случая: 1) 𝑓 ′

2 = 0, 2) 𝑓 ′
2 ̸= 0. Во втором случае сделаем координатное

преобразование 𝑥2 = 𝑓2(𝑥
2), 𝑥𝑝 = 𝑥𝑝 (𝑝 ̸= 2) и положим 𝜃 = (𝑓 ′

2)
−1𝜃. Опуская черту, можно

объединить оба случая одной формулой

𝜉
2

2 = (𝑓4 − 𝑓2)
−1𝐴−1, (17)
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где
𝐴 = 𝜖𝑥1 + 𝜃, 𝑓1 = 𝑓2 = 𝜖𝑥2,

𝜖 равно 0 либо 1, 𝜃 — функция переменной 𝑥2, отличная от нуля при 𝜖 = 0.
Следуя подобным рассуждениям, проинтегрировав уравнения 8∘, 12∘ с учетом 9∘, полу-

чим
𝜉
4

4 = (𝑓2 − 𝑓4)
−1𝐴−1. (18)

Здесь
𝐴 = 𝜖𝑥3 + 𝜔, 𝑓3 = 𝑓4 = 𝜖𝑥4 + 𝑎,

𝜖 равно 0 либо 1, 𝑎 — const, отличная от нуля при 𝜖 = 0, 𝜔 — функция переменной 𝑥4,
также отличная от нуля при 𝜖 = 0.

Интегрируя уравнения 1∘, 5∘, 7∘ и 11∘ с учетом 3∘, 9∘, найдем
𝜉
2

1 = (𝑓4 − 𝑓2)
−1((𝑓4 − 𝑓2)

−1 + 𝑄(𝑥2)),

𝜉
4

3 = (𝑓2 − 𝑓4)
−1((𝑓2 − 𝑓4)

−1 + 𝑅(𝑥4)),

где 𝑄(𝑥2), 𝑅(𝑥4) — функции указанных переменных.
С помощью преобразования координат

𝑥1 = 𝑥1 −
∫︁

𝑄𝑑𝑥2, 𝑥3 = 𝑥3 −
∫︁

𝑅𝑑𝑥2, 𝑥𝑝 = 𝑥𝑝 (𝑝 ̸= 1, 3)

можно обратить в нуль функции 𝑄 и 𝑅, при этом не изменив полученные раннее формулы.
После чего компоненты 𝜉

2

1 и 𝜉
4

3 косонормального репера примут вид

𝜉
2

1 = (𝑓4 − 𝑓2)
−2, 𝜉

4

3 = (𝑓2 − 𝑓4)
−2. (19)

Используя полученные результаты и формулу (см. [8])

𝑔𝑖𝑗 =
6∑︁

ℎ=1

𝑒ℎ𝜉
ℎ

𝑖𝜉
ℎ̃

𝑗, (20)

можно вычислить следующие контравариантные компоненты метрического тензора рас-
сматриваемого ℎ-пространства:

𝑔11 = 2𝑒2(𝑓4 − 𝑓2)
−3, 𝑔12 = 𝑒2(𝑓4 − 𝑓2)

−2𝐴−1,

𝑔33 = 2𝑒4(𝑓2 − 𝑓4)
−3, 𝑔34 = 𝑒4(𝑓2 − 𝑓4)

−2𝐴−1.

Из формулы (20) также следует, что в рассматриваемом ℎ-пространстве
𝑔𝜎𝜏 = 𝑒𝜎𝜉

𝜎

𝜎𝜉
𝜎

𝜏 + 𝑒𝜏𝜉
𝜏

𝜎𝜉
𝜏

𝜏 , 𝜎, 𝜏 = 5, 6. С помощью уравнений 13∘, 14∘, 15∘, 16∘ нетрудно по-

казать, что 𝜉
1

1𝜕1𝑔
𝜎𝜏 = 𝜉

3

3𝜕3𝑔
𝜎𝜏 = 0, отсюда 𝜕1𝑔

𝜎𝜏 = 𝜕3𝑔
𝜎𝜏 = 0. Тогда из уравнений 17∘, 18∘,

19∘, 20∘ следует

𝜕2𝑔
𝜎𝜏 = −2

𝑓 ′
2

𝑓2 − 𝜆
𝑔𝜎𝜏 , 𝜕4𝑔

𝜎𝜏 = −2
𝑓 ′
4

𝑓4 − 𝜆
𝑔𝜎𝜏 .

Интегрируя эти уравнения, принимая во внимание уравнения 21∘, 22∘, найдем
𝑔𝜎𝜏 = (𝑓2 − 𝜆)−2(𝑓4 − 𝜆)−2𝐹 𝜎𝜏 (𝑥5, 𝑥6), (21)

где 𝐹 𝜎𝜏 — произвольные функции переменных 𝑥5, 𝑥6.
Далее, вычислив ковариантные компоненты 𝑔𝑖𝑗 метрического тензора, с помощью фор-

мул (см. [8])

𝜉
ℎ
𝑖 = 𝑔𝑖𝑗𝜉

ℎ

𝑗, 𝑎𝑖𝑗 =
𝑛∑︁

ℎ,𝑙=1

𝑒ℎ𝑒𝑙𝑎ℎ𝑙𝜉
ℎ̃

𝑖𝜉
𝑙̃

𝑗, (22)

мы найдем компоненты тензора 𝑎𝑖𝑗.
Запишем итоговый результат в виде следующей теоремы.
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Теорема 1. Если симметрический тензор ℎ𝑖𝑗 типа [22(11)] и скаляр 𝜙 удовлетворя-
ют в 𝑉 6(𝑔𝑖𝑗) уравнениям (1), то существует голономная система координат, в которой
𝜙, 𝑔𝑖𝑗 и ℎ𝑖𝑗 определяются формулами

𝑔𝑖𝑗𝑑𝑥
𝑖𝑑𝑥𝑗 = 𝑒2𝐴(𝑓4 − 𝑓2){(𝑓4 − 𝑓2)𝑑𝑥

1𝑑𝑥2 − 𝐴(𝑑𝑥2)2)}+

+𝑒4𝐴(𝑓2 − 𝑓4){(𝑓2 − 𝑓4)𝑑𝑥
3𝑑𝑥4 − 𝐴(𝑑𝑥4)2}+ (23)

+𝐹𝜎𝜏 (𝑓2 − 𝜆)2(𝑓4 − 𝜆)2𝑑𝑥𝜎𝑑𝑥𝜏 ,

𝑎𝑖𝑗𝑑𝑥
𝑖𝑑𝑥𝑗 = 𝑓2𝑔𝑖1𝑗1𝑑𝑥

𝑖1𝑑𝑥𝑗1+

+𝐴𝑔12(𝑑𝑥
2)2+𝑓4𝑔𝑖2𝑗2𝑑𝑥

𝑖2𝑑𝑥𝑗2 + 𝐴𝑔34(𝑑𝑥
4)2 + 𝜆𝑔𝜎𝜏𝑑𝑥

𝜎𝑑𝑥𝜏 ,
(24)

ℎ𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 + 2𝜙𝑔𝑖𝑗, 2𝜙 = 2𝑓2 + 2𝑓4 + 𝑐, (25)

𝐴 = 𝜖𝑥1 + 𝜃(𝑥2), 𝐴 = 𝜖𝑥3 + 𝜔(𝑥4), (26)
где 𝜖, 𝜖 = 0, 1, 𝑓2 = 𝜖𝑥2, 𝑓4 = 𝜖𝑥4 + 𝑎, 𝜆, 𝑐 и 𝑎 — постоянные, 𝑎 ̸= 0 когда 𝜖 = 0,
𝐹𝜎𝜏 (𝑥5, 𝑥6), 𝜃(𝑥2), 𝜔(𝑥4) — произвольные функции, 𝜃 ̸= 0 когда 𝜖 = 0, 𝜔 ̸= 0 когда 𝜖 = 0,
𝑖1, 𝑗1 = 1, 2, 𝑖2, 𝑗2 = 3, 4, 𝜎, 𝜏 = 5, 6, 𝑒2, 𝑒4 = ±1.

3. Метрики ℎ-пространств типов [2(21)1],[2(211)]

В этом случае и в остальных случаях, рассмотренных ниже, проделываются вычисле-
ния, аналогичные ℎ-пространству типа [22(11)]. В связи с этим некоторые выкладки будут
опущены.

Подставив канонические формы 𝑔𝑝𝑟 и 𝑎𝑝𝑞 из (9) в (7) с учетом того, что для
ℎ-пространства типа [2(21)1] 𝜆4 = 𝜆5, получим

𝑋𝑟𝜆2 = 0 (𝑟 ̸= 2), 𝑋𝑟𝜆5 = 0, 𝑋𝑟𝜆6 = 0 (𝑟 ̸= 6),

𝑋2(𝜆2 − 𝜙) = 𝑋6(𝜆6 − 𝜙) = 0, 𝛾121 = 𝑒2𝑋2𝜙,

𝛾162 = 𝛾261 =
𝑒2𝑋6𝜙

𝜆2 − 𝜆6

, 𝛾262 = − 𝑒2𝑋6𝜙

(𝜆2 − 𝜆6)2
, 𝛾3𝑠4 = 𝛾4𝑠3 =

𝑒4𝑋𝑠𝜙

𝜆5 − 𝜆𝑠

, (27)

𝛾4𝑠4 = − 𝑒4𝑋𝑠𝜙

(𝜆5 − 𝜆𝑠)2
, 𝛾2𝜎𝜎 =

𝑒𝜎𝑋2𝜙

(𝜆2 − 𝜆𝜎)
, 𝛾565 =

𝑒5𝑋6𝜙

𝜆5 − 𝜆6

,

где 𝑟 = 1, 2, ..., 6, 𝜎 = 5, 6, 𝑠 = 2, 6, 𝛾45𝑟 — произвольные, остальные 𝛾𝑝𝑞𝑟 равны нулю.
Коммутаторы операторов ℎ-пространства типа [2(21)1] имеют вид

[𝑋1, 𝑋2] = −𝑒1𝛾121𝑋2, [𝑋1, 𝑋3] = 0,

[𝑋2, 𝑋3] = 𝑒4𝛾423𝑋3, [𝑋1, 𝑋4] = −𝑒5𝛾541𝑋5,

[𝑋1, 𝑋5] = −𝑒4𝛾451𝑋3, [𝑋1, 𝑋6] = −𝑒2𝛾261𝑋1,

[𝑋2, 𝑋4] = 𝑒3𝛾324𝑋4 + 𝑒4𝛾424𝑋3 − 𝑒5𝛾542𝑋5,

[𝑋2, 𝑋5] = 𝑒5𝛾525𝑋5 − 𝑒4𝛾425𝑋3, (28)
[𝑋2, 𝑋6] = −𝑒2𝛾262𝑋1 − 𝑒1𝛾162𝑋2 + 𝑒6𝛾626𝑋6,

[𝑋3, 𝑋4] = −𝑒5𝛾543𝑋5, [𝑋3, 𝑋5] = −𝑒4𝛾453𝑋3,

[𝑋3, 𝑋6] = −𝑒4𝛾463𝑋3, [𝑋4, 𝑋5] = −𝑒4𝛾454𝑋3 + 𝑒5𝛾545𝑋5,

[𝑋4, 𝑋6] = −𝑒3𝛾364𝑋4 − 𝑒4𝛾464𝑋3 + 𝑒5𝛾546𝑋5,

[𝑋5, 𝑋6] = 𝑒4𝛾456𝑋3 − 𝑒5𝛾565𝑋5.

Отсюда следует, что системы 𝑋𝑖𝜃 = 0 (𝑖 ̸= 2), 𝑋𝑗𝜃 = 0 (𝑗 ̸= 4), 𝑋𝑘𝜃 = 0 (𝑘 ̸= 6) являются
вполне интегрируемыми и имеют, соответственно, следующие решения: 𝜃2, 𝜃4, 𝜃6. Системы
𝑋3𝜃 = 𝑋4𝜃 = 𝑋5𝜃 = 𝑋6𝜃 = 0, 𝑋1𝜃 = 𝑋2𝜃 = 𝑋3𝜃 = 𝑋6𝜃 = 0 и 𝑋1𝜃 = 𝑋2𝜃 = 𝑋6𝜃 = 0
также вполне интегрируемые. Первая система имеет решения 𝜃1 и 𝜃2, вторая система
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имеет решения 𝜃4 и 𝜃5, третья система имеет решения 𝜃3, 𝜃4 и 𝜃5. После координатного
преобразования 𝑥𝑖′ = 𝜃𝑖(𝑥), опустив штрихи, получим

𝜉
𝑝

𝑖 = 𝑃𝑝(𝑥)𝛿𝑝
𝑖, 𝜉

2

𝑠 = 𝜉
4

𝑞 = 𝜉
5

𝑞 = 𝜉
5

4 = 0, (29)

где 𝑝 = 1, 2, 3, 𝑠 = 3, 4, 5, 6, 𝑞 = 1, 2, 6, 𝑃𝑝(𝑥) — произвольные функции.
Проинтегрировав систему уравнений (28) с учетом (27) и (29) подобно предыдущему

случаю, а затем вычислив компоненты тензоров 𝑔𝑖𝑗 и 𝑎𝑖𝑗, мы придем к следующему ре-
зультату

𝑔𝑖𝑗𝑑𝑥
𝑖𝑑𝑥𝑗 = 𝑒2{2(𝑓6 − 𝑓2)𝐴𝑑𝑥

1𝑑𝑥2 − 𝐴2(𝑑𝑥2)2}+

+(𝑓6 − 𝜆)(𝑓2 − 𝜆)2{2𝑒4𝑑𝑥
3𝑑𝑥4 − 𝑒4(Σ + 𝜔)(𝑑𝑥4)2 + 𝑒5(𝑑𝑥

5)2}+ (30)

+𝑒6(𝑓2 − 𝑓6)
2(𝑑𝑥6)2,

𝑎𝑖𝑗𝑑𝑥
𝑖𝑑𝑥𝑗 = 𝑓2𝑔𝑖1𝑗1𝑑𝑥

𝑖1𝑑𝑥𝑗1+

+𝑔12(𝑑𝑥
2)2+𝜆𝑔𝑖2𝑗2𝑑𝑥

𝑖2𝑑𝑥𝑗2 + 𝑔34(𝑑𝑥
4)2 + 𝑓6𝑔66(𝑑𝑥

6)2,
(31)

ℎ𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 + (2𝑓2 + 𝑓6 + 𝑐)𝑔𝑖𝑗, 𝜙 = 𝑓2 +
1

2
𝑓6 + 𝑐, (32)

𝐴 = 𝜖𝑥1 + 𝜃(𝑥2), Σ = 2(𝑓2 − 𝜆)−1 + (𝑓6 − 𝜆)−1, (33)

где 𝜖 = 0, 1, 𝑓2 = 𝜖𝑥2, 𝜆 и 𝑐 — постоянные, 𝜃(𝑥2), 𝜔(𝑥4, 𝑥5), 𝑓6(𝑥
6) — произвольные функции,

𝜃 ̸= 0 когда 𝜖 = 0, 𝑖1, 𝑗1 = 1, 2, 𝑖2, 𝑗2 = 3, 4, 5, 𝑒2, 𝑒4, 𝑒5, 𝑒6 = ±1.
После похожих выкладок для ℎ-пространства типа [2(211)] , получим

𝑔𝑖𝑗𝑑𝑥
𝑖𝑑𝑥𝑗 = 2𝑒2𝐴𝑑𝑥

1𝑑𝑥2+

+(𝑓2 − 𝜆)2{2𝑒4𝑑𝑥
3𝑑𝑥4 − 𝑒4(Σ + 𝜔)(𝑑𝑥4)2 + 𝑔𝜎𝜏𝑑𝑥

𝜎𝑑𝑥𝜏},
(34)

𝑎𝑖𝑗𝑑𝑥
𝑖𝑑𝑥𝑗 = 2𝑓2𝑔12𝑑𝑥

1𝑑𝑥2 + 𝑔12(𝑑𝑥
2)2 + 𝜆𝑔𝑝𝑞𝑑𝑥

𝑝𝑑𝑥𝑞 + 𝑔34(𝑑𝑥
4)2, (35)

ℎ𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 + (2𝑓2 + 𝑐)𝑔𝑖𝑗, 𝜙 = 𝑓2 + 𝑐, (36)

𝐴 = 𝜖𝑥1 + 𝜃(𝑥2), Σ = 2(𝑓2 − 𝜆)−1, (37)

где 𝜖 = 0, 1, 𝑓2 = 𝜖𝑥2, 𝜆, 𝑐 — постоянные, 𝜃(𝑥2), 𝜔(𝑥4, 𝑥5, 𝑥6), 𝑔𝜎𝜏 (𝑥4, 𝑥5, 𝑥6) — произвольные
функции, 𝜃 ̸= 0 когда 𝜖 = 0, 𝑝, 𝑞 = 3, 4, 5, 6, 𝜎, 𝜏 = 5, 6, 𝑒2, 𝑒4 = ±1.

Сформулируем полученные результаты в виде следующей теоремы.

Теорема 2. Если симметрический тензор ℎ𝑖𝑗 типов [2(21)1], [2(211)] и функция 𝜙
удовлетворяют в 𝑉 6(𝑔𝑖𝑗) уравнениям Эйзенхарта, то существует голономная система
координат, в которой функция 𝜙 и тензоры 𝑔𝑖𝑗, ℎ𝑖𝑗 определяются формулами (30)–(37).

4. Метрики ℎ-пространств типов [(22)11], [(221)1]

Для ℎ-пространства типа [(22)11] из (7) следует система уравнений

𝑋𝑟𝜆4 = 0, 𝑋𝑟𝜆𝜎 = 0 (𝑟 ̸= 𝜎), 𝑋𝜎(𝜆𝜎 − 𝜙) = 0,

𝛾14𝑟 =𝛾23𝑟, 𝛾1𝜎2 = 𝛾2𝜎1 =
𝑒2𝑋𝜎𝜙

𝜆4 − 𝜆𝜎

, 𝛾3𝜎4 = 𝛾4𝜎3 =
𝑒4𝑋𝜎𝜙

𝜆4 − 𝜆𝜎

,

𝛾𝑠𝜎𝑠 = − 𝑒𝑠𝑋𝜎𝜙

(𝜆4 − 𝜆𝜎)2
, 𝛾𝜎𝜏𝜎 =

𝑒𝜎𝑋𝜏𝜙

𝜆𝜎 − 𝜆𝜏

(𝜎 ̸= 𝜏),

(38)

где 𝑟 = 1, 2, ..., 6, 𝜎, 𝜏 = 5, 6, 𝑠 = 2, 4, 𝛾24𝑟 — произвольные, остальные 𝛾𝑝𝑞𝑟 равны нулю.



50 З.Х. ЗАКИРОВА

Составим коммутаторы операторов:

[𝑋1, 𝑋2] = 𝑒4𝛾412𝑋3 − 𝑒4𝛾421𝑋3 − 𝑒3𝛾411𝑋4,

[𝑋1, 𝑋3] = 𝑒4𝛾413𝑋3 − 𝑒2𝛾141𝑋1,

[𝑋2, 𝑋3] = −𝑒2𝛾142𝑋1 + 𝑒3𝛾413𝑋4 + 𝑒4𝛾423𝑋3,

[𝑋1, 𝑋4] = −𝑒1𝛾141𝑋2 + 𝑒4𝛾414𝑋3 − 𝑒2𝛾241𝑋1,

[𝑋1, 𝑋𝜎] = 𝑒4𝛾41𝜎𝑋3 − 𝑒2𝛾2𝜎1𝑋1, (39)
[𝑋2, 𝑋4] = −𝑒1𝛾142𝑋2 + 𝑒4𝛾424𝑋3 + 𝑒3𝛾414𝑋4 − 𝑒2𝛾242𝑋1,

[𝑋2, 𝑋𝜎] = 𝑒3𝛾41𝜎𝑋4 + 𝑒4𝛾42𝜎𝑋3 − 𝑒2𝛾2𝜎2𝑋1 − 𝑒1𝛾1𝜎2𝑋2,

[𝑋3, 𝑋4] = −𝑒1𝛾143𝑋2 − 𝑒2𝛾243𝑋1 + 𝑒2𝛾144𝑋1,

[𝑋3, 𝑋𝜎] = 𝑒2𝛾23𝜎𝑋1 − 𝑒1𝛾4𝜎3𝑋3,

[𝑋4, 𝑋𝜎] = 𝑒1𝛾14𝜎𝑋2 − 𝑒3𝛾3𝜎4𝑋4 + 𝑒2𝛾24𝜎𝑋1 − 𝑒4𝛾4𝜎4𝑋3,

[𝑋5, 𝑋6] = −𝑒5𝛾565𝑋5 + 𝑒6𝛾656𝑋6.

Составив вполне интегрируемые системы из (39), после координатных преобразований,
найдем

𝜉
𝜎

𝑖 = 𝑃𝜎(𝑥)𝛿𝜎
𝑖, 𝜉

𝑝

𝑞 = 𝜉
𝛼

𝜎 = 0, (40)

где 𝛼 = 1, 2, 3, 4, 𝑝 = 1, 3, 𝑞 = 2, 4, 𝜎, 𝜏 = 5, 6, , 𝑃𝜎(𝑥) — произвольные функции.
Из (38), (39), (40) получим систему уравнений на компоненты 𝜉

𝑖

𝑗 косонормального ре-
пера:

1∘ 𝜉
1

𝛼𝜕𝛼𝜉
2

𝛽 − 𝜉
2

𝛼𝜕𝛼𝜉
1

𝛽 = 𝛾412𝜉
3

𝛽 − 𝛾421𝜉
3

𝛽 − 𝛾411𝜉
4

𝛽,

2∘ 𝜉
1

𝛼𝜕𝛼𝜉
3

𝛽 − 𝜉
3

𝛼𝜕𝛼𝜉
1

𝛽 = 𝛾413𝜉
3

𝛽 − 𝛾141𝜉
1

𝛽,

3∘ 𝜉
1

𝛼𝜕𝛼𝜉
4

𝛽 − 𝜉
4

𝛼𝜕𝛼𝜉
1

𝛽 = −𝛾141𝜉
2

𝛽 − 𝛾414𝜉
3

𝛽 − 𝛾241𝜉
1

𝛽,

4∘ 𝜉
𝜎

𝜎𝜕𝜎𝜉
1

𝛽 = 1
2

𝑓 ′
𝜎

𝜆−𝑓𝜎
𝜉
𝜎

𝜎𝜉
1

𝛽 − 𝛾41𝜎𝜉
3

𝛽,

5∘ 𝜉
2

𝛼𝜕𝛼𝜉
3

𝑝 − 𝜉
3

𝛼𝜕𝛼𝜉
2

𝑝 = −𝛾142𝜉
1

𝛽 + 𝛾413𝜉
4

𝑝 + 𝛾423𝜉
3

𝑝,

6∘ 𝜉
3

𝛼𝜕𝛼𝜉
2

𝑞 = −𝛾413𝜉
4

𝑞,

7∘ 𝜉
2

𝛼𝜕𝛼𝜉
4

𝛽 − 𝜉
4

𝛼𝜕𝛼𝜉
2

𝛽 = −𝛾142𝜉
2

𝛽 + 𝛾414𝜉
4

𝛽 − 𝛾242𝜉
1

𝛽 + 𝛾424𝜉
3

𝛽,

8∘ 𝜉
𝜎

𝜎𝜕𝜎𝜉
2

𝛽 = 1
2

𝑓 ′
𝜎

𝜆−𝑓𝜎
𝜉
𝜎

𝜎𝜉
2

𝛽 − 1
2

𝑓 ′
𝜎

(𝜆−𝑓𝜎)2
𝜉
𝜎

𝜎𝜉
1

𝛽 − 𝛾41𝜎𝜉
4

𝛽 − 𝛾42𝜎𝜉
3

𝛽,

9∘ 𝜉
3

𝛼𝜕𝛼𝜉
4

𝛽 − 𝜉
4

𝛼𝜕𝛼𝜉
3

𝛽 = −𝛾143𝜉
2

𝛽 + 𝛾144𝜉
1

𝛽 − 𝛾243𝜉
1

𝛽,

10∘ 𝜉
𝜎

𝜎𝜕𝜎𝜉
3

𝛽 = 1
2

𝑓 ′
𝜎

𝜆−𝑓𝜎
𝜉
𝜎

𝜎𝜉
3

𝛽 − 𝛾14𝜎𝜉
1

𝛽,

11∘ 𝜉
𝜎

𝜎𝜕𝜎𝜉
4

𝛽 = 1
2

𝑓 ′
𝜎

𝜆−𝑓𝜎
𝜉
𝜎

𝜎𝜉
4

𝛽 − 1
2

𝑓 ′
𝜎

(𝜆−𝑓𝜎)2
𝜉
𝜎

𝜎𝜉
3

𝛽 − 𝛾14𝜎𝜉
2

𝛽 − 𝛾24𝜎𝜉
1

𝛽,

12∘ 𝜉
𝛽

𝛼𝜕𝛼𝜉
𝜎

𝜎 = 0,

13∘ 𝜉
𝜎

𝜎𝜕𝜎𝜉
𝜏

𝜏 = 1
2

𝑓 ′
𝜎

𝑓𝜏−𝑓𝜎
𝜉
𝜎

𝜎𝜉
𝜏

𝜏 , (𝜏 ̸= 𝜎),

где 𝛼, 𝛽 = 1, 2, 3, 4, 𝑝 = 1, 3, 𝑞 = 2, 4, 𝜎, 𝜏 = 5, 6, 𝑓𝜏 = 𝑓𝜏 (𝑥𝜏 ), 𝑓𝜎 = 𝑓𝜎(𝑥𝜎) — произвольные
функции указанных переменных.

Интегрируя 12∘ и 13∘, после координатного преобразования 𝑥5, 𝑥6 найдем

𝜉
5

5 = (𝑓6 − 𝑓5)
−1/2, 𝜉

6

6 = (𝑓5 − 𝑓6)
−1/2.
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Дифференцируя 𝑔𝛼𝛽 =
6∑︀

ℎ=1

𝑒ℎ𝜉
ℎ

𝛼𝜉
ℎ̃

𝛽 по 𝑥𝑝 (𝑝 = 1, 3), с учетом уравнений 1∘ − 3∘ и 5∘ − 7∘,

найдем 𝜕𝑝𝑔
𝛼𝛽 = 0.

Дифференцируя 𝑔𝛼𝛽 по 𝑥𝜎 (𝜎 = 5, 6), из уравнений 4∘, 8∘, 10∘, 11∘, получим

𝜕𝜎𝑔
𝑝𝑟 = − 𝑓 ′

𝜎

𝑓𝜎 − 𝜆
𝑔𝑝𝑟 − 𝑓 ′

𝜎

(𝑓𝜎 − 𝜆)2
Π𝜎(𝑓𝜎 − 𝜆)−1, 𝜕𝜎𝑔

𝑝𝑞 = − 𝑓 ′
𝜎

𝑓𝜎 − 𝜆
𝑔𝑝𝑞,

где 𝑝, 𝑟 = 1, 3, 𝑞 = 2, 4.
Проинтегрировав эти уравнения, найдем

𝑔𝑝𝑟 = Π𝜎(𝑓𝜎 − 𝜆)−1(Σ + 𝐹 𝑝𝑟), 𝑔𝑝𝑞 = Π𝜎(𝑓𝜎 − 𝜆)−1𝐹 𝑝𝑞,

где 𝐹 𝑝𝑟, 𝐹 𝑝𝑞 — произвольные функции переменных 𝑥2, 𝑥4, Σ =
∑︀

𝜎(𝑓𝜎−𝜆)−1,
∑︀

𝜎 — означает
суммирование по 𝜎, Π𝜎 — означает произведение по 𝜎.

Выполнив подобные вычисления для ℎ-пространства типа [(221)1], после удачно подо-
бранных координатных преобразований, в итоге получим

𝑔𝑖𝑗𝑑𝑥
𝑖𝑑𝑥𝑗 = Π𝜎(𝑓𝜎 − 𝜆){2𝑔12𝑑𝑥

1𝑑𝑥2 − 𝑒2(Σ + 𝜃1)(𝑑𝑥
2)2+

+2𝑔34𝑑𝑥
3𝑑𝑥4 − 𝑒4(Σ + 𝜃2)(𝑑𝑥

4)2 + 𝐺} +
∑︁
𝜎

𝑒𝜎(𝑓𝜏 − 𝑓𝜎)(𝑑𝑥𝜎)2, (41)

𝑎𝑖𝑗𝑑𝑥
𝑖𝑑𝑥𝑗 = 𝜆(𝑔𝑠𝑡𝑑𝑥

𝑠𝑑𝑥𝑡 + 𝐺)+

𝑔12(𝑑𝑥
2)2 + 𝑔34(𝑑𝑥

4)2 +
∑︁
𝜎

𝑓𝜎𝑔𝜎𝜎(𝑑𝑥𝜎)2 + 𝐺, (42)

ℎ𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 + (
∑︁
𝜎

𝑓𝜎 + 𝑐)𝑔𝑖𝑗, 𝜙 =
1

2

∑︁
𝜎

𝑓𝜎 + 𝑐. (43)

Σ =
∑︁
𝜎

(𝑓𝜎 − 𝜆)−1, (44)

𝐺 = 2𝑒5{1 + 𝜃3(𝑓6 − 𝜆)}𝑑𝑥4𝑑𝑥5 + (𝑓6 − 𝜆)𝑔55(𝑑𝑥
5)2 + 𝑒6(𝑑𝑥

6)2, (45)
где 𝜆, 𝑐 — постоянные. Здесь для ℎ-пространства типа [(22)11] 𝜏, 𝜎 = 5, 6 (𝜏 ̸= 𝜎),
𝑠, 𝑡 = 1, 2, 3, 4, 𝐺 = 0, 𝑔𝑠𝑡, 𝜃1, 𝜃2 — произвольные функции переменных 𝑥2, 𝑥4, 𝑓𝜎 — произ-
вольная функция переменного 𝑥𝜎. Для ℎ-пространства типа [(221)1] 𝜎 = 6, 𝑠, 𝑡 = 1, 2, 3, 4, 5,
𝑔𝑠𝑡, 𝜃1, 𝜃2, 𝜃3 — произвольные функции переменных 𝑥2, 𝑥4, 𝑥5, 𝑓𝜏 = 𝜆, 𝑓6 — произвольная
функция переменного 𝑥6.

Имеет место следующая теорема.

Теорема 3. Если симметрический тензор ℎ𝑖𝑗 типов [(22)11], [(221)1] и функция 𝜙
удовлетворяют в 𝑉 6(𝑔𝑖𝑗) уравнению Эйзенхарта, то существует голономная система
координат, в которой функция 𝜙 и тензоры 𝑔𝑖𝑗, ℎ𝑖𝑗 определяются формулами (41)–(45).

5. Метрики ℎ-пространств типов [(2211)], [(22)(11)], [(21)(21)]

Во всех этих случаях функция 𝜙 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, следовательно, в силу равенства (6) тензор
ℎ𝑖𝑗 является ковариантно постоянным. Опуская дальнейшие выкладки, сводящиеся к ин-
тегрированию уравнений относительно 𝜉

𝑖

𝑗 вместе с удачно подобранными координатными

преобразованиями, получим
для ℎ-пространства типа [(2211)]:

𝑔𝑖𝑗𝑑𝑥
𝑖𝑑𝑥𝑗 = 2𝑔12𝑑𝑥

1𝑑𝑥2 − 𝑒2𝜃(𝑑𝑥2)2 + 2𝑔34𝑑𝑥
3𝑑𝑥4 + 𝑔𝑟𝑞𝑑𝑥

𝑟𝑑𝑥𝑞, (46)

𝑎𝑖𝑗𝑑𝑥
𝑖𝑑𝑥𝑗 = 𝜆𝑔𝑖𝑗𝑑𝑥

𝑖𝑑𝑥𝑗 + 𝑔12(𝑑𝑥
2)2, (47)

ℎ𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 + 𝑐𝑔𝑖𝑗, (48)
где 𝑟, 𝑞 = 5, 6, 𝜆, 𝑐 — постоянные, 𝜃, 𝑔12, 𝑔34, 𝑔𝑟𝑞 — произвольные функции переменных
𝑥2, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6;
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для ℎ-пространства типа [(22)(11)]:
𝑔𝑖𝑗𝑑𝑥

𝑖𝑑𝑥𝑗 = 𝑒2{2𝑑𝑥1𝑑𝑥2 − 𝜃(𝑑𝑥2)2} + 𝑒4{2𝑑𝑥3𝑑𝑥4 − 𝜔(𝑑𝑥4)2} + 𝑔𝜎𝜏𝑑𝑥
𝜎𝑑𝑥𝜏 , (49)

𝑎𝑖𝑗𝑑𝑥
𝑖𝑑𝑥𝑗 = 𝜆1{𝑔𝑖1𝑗1𝑑𝑥𝑖1𝑑𝑥𝑗1+

+𝑒2(𝑑𝑥
2)2+𝑔𝑖2𝑗2𝑑𝑥

𝑖2𝑑𝑥𝑗2 + 𝑒4(𝑑𝑥
4)2} + 𝜆2𝑔𝜎𝜏𝑑𝑥

𝜎𝑑𝑥𝜏 ,
(50)

ℎ𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 + 𝑐𝑔𝑖𝑗, (51)
где 𝜃, 𝜔 — произвольные функции переменных 𝑥2, 𝑥4, 𝑔𝜎𝜏 — произвольные функции пере-
менных 𝑥5, 𝑥6, 𝜆1, 𝜆2, 𝑐 — постоянные, здесь 𝜆1 ̸= 𝜆2, 𝑖1, 𝑗1 = 1, 2, 𝑖2, 𝑗2 = 3, 4, 𝜎, 𝜏 = 5, 6;
для ℎ-пространства типа [(21)(21)]:

𝑔𝑖𝑗𝑑𝑥
𝑖𝑑𝑥𝑗 = 𝑒2{2𝑑𝑥1𝑑𝑥2 − 𝜃(𝑑𝑥2)2}+

+𝑒3(𝑑𝑥
3)2 + 𝑒5{2𝑑𝑥4𝑑𝑥5 − 𝜔(𝑑𝑥5)2} + 𝑒6(𝑑𝑥

6)2,
(52)

𝑎𝑖𝑗𝑑𝑥
𝑖𝑑𝑥𝑗 = 𝜆1𝑔𝑖1𝑗1𝑑𝑥

𝑖1𝑑𝑥𝑗1 + 𝑒2(𝑑𝑥
2)2 + 𝜆2𝑔𝑖2𝑗2𝑑𝑥

𝑖2𝑑𝑥𝑗2 + 𝑒5(𝑑𝑥
5)2, (53)

ℎ𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 + 𝑐𝑔𝑖𝑗, (54)
где 𝜃 — произвольная функция переменных 𝑥2, 𝑥3, 𝜔 — произвольная функция переменных
𝑥5, 𝑥6, 𝜆1, 𝜆2, 𝑐 — постоянные, 𝜆1 ̸= 𝜆2, 𝑖1, 𝑗1 = 1, 2, 3, 𝑖2, 𝑗2 = 4, 5, 6.

Резюмируем результат этого параграфа в виде следующей теоремы.
Теорема 4. Если тензор ℎ𝑖𝑗 типов [(2211)], [(22)(11)], [(21)(21)] и функция 𝜙 удовле-

творяют в 𝑉 6(𝑔𝑖𝑗) уравнению Эйзенхарта, то существует голономная система коорди-
нат, в которой функция 𝜙 и тензоры 𝑔𝑖𝑗, ℎ𝑖𝑗 определяются формулами (46)–(54).

6. Первые квадратичные интегралы уравнений геодезических
ℎ-пространств типов [(21 . . . 1)(21 . . . 1) . . . (1 . . . 1)]

Каждому решению ℎ𝑖𝑗 уравнения (6) соответствует первый квадратичный интеграл
уравнений геодезических (см. [8])

(ℎ𝑖𝑗 − 4𝜙𝑔𝑖𝑗)𝑥̇
𝑖𝑥̇𝑗 = const, (55)

где 𝑥̇𝑖 — касательный вектор геодезической.
Следовательно, первые квадратичные интегралы уравнений геодезических ℎ-пространств

типов [(21 . . . 1)(21 . . . 1) . . . (1 . . . 1)] определяются формулой (55), где тензоры ℎ𝑖𝑗, 𝑔𝑖𝑗 и
функция 𝜙 указаны в теоремах 1-4.

7. Заключение

В данной работе мы нашли небольшой класс 6-мерных псевдоримановых пространств
с сигнатурой [+ + − − −−], допускающих негомотетические инфинитезимальные проек-
тивные преобразования, в частности, мы нашли метрики ℎ-пространств типов [22(11)],
[2(21)1],[2(211)], [(22)11], [(221)1], [(2211)], [(22)(11)], [(21)(21)] и затем определили первые
квадратичные интегралы уравнений геодезических этих ℎ-пространств. Отметим, что по-
лученные результаты легко обобщаются в случае 𝑛-мерного псевдориманова пространства
с сигнатурой [+ + −−−− ...−−].

Определение метрик всех ℎ-пространств, перечисленных во введение, полностью решит
задачу о нахождение 6-мерных псевдоримановых пространств с сигнатурой [+ +−−−−],
допускающих негомотетические инфинитезимальные проективные преобразования или
проективные движения. Эта задача была полностью решена автором в кандидатской дис-
сертации [9].

Следующая задача — это исследование проективно-групповых свойств рассматривае-
мых пространств. Здесь остается открытой проблема о восстановлении векторного поля,
определяющего инфинитезимальное проективное преобразование и проблема о структу-
ре проективной алгебры Ли. Решение этой задачи сводится к интегрированию уравнения
Киллинга.
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