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Решение задачи С1. 

1). Так как массой ВС прене-

брегаем, можно рассматривать 

шарнирный стержень ВС как 

связь для твердого тела АВ (рис. 

1). При этом сила реакции связи 

CBC RS   направлена вдоль ВС. 

Уравнение равновесия АВ для 

моментов: 
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Далее, из уравнения для проекций c учетом (1): 
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0sin  CA
k

kx RRF . 

2

tg
sin




P
RR AC . 

Замечание. Угол наклона плоскости для шарнирной опоры С на 

рисунке в условии задачи не имеет значения. Также не существенно, 

что АВ и ВС на этом рисунке выглядят одинаковыми по длине. 

2). Способ 1. Обозначим 1lАВ  ,  2lВC  . Рассмотрим равновесие 

стержня АВ (рис. 2). К стержню АВ в точке В приложены силы реак-

ции ВХ  и 1,ВY . Уравнения равновесия АВ: 

 045cos  BA
k

kx XRF . (2) 

   045sin
2

1
1

1  lR
l

PFM Ak
k

B . (3) 

Из (3): 

 
2

1P
RA  . (4) 

Учитывая (4) в (2), найдем: 

 
2

1P
X B  . (5) 
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Рассмотрим равновесие стержня ВС (рис. 3). К стержню ВС в точке 

В приложены силы реакции /
ВХ  и 2,ВY . Отметим, что ВВ ХХ / , 

1,2, ВВ YY   (см. замечание 2). Уравнения равновесия ВС: 

 045sin45cos  трCB
k

kx FNXF . (6) 

   045cos45sin
2

22
2

2  lFlN
l

PFM трCk
k

B . (7) 

Из (7): 

 045cos45sin
2

2  трC FN
P

. (8) 

Учитывая  45cos45sin , удобно сложить, а также и вычесть од-

но из другого уравнения (6) и (8). При этом учтем также (5):  

0
2

2
2

22

21  трF
PP

. 

0
2

2
2

22

21  CN
PP
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Отсюда выражаем: 
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21 PP
Fтр


 . (9) 
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21 PP
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
 . (10) 

Подставляя (9) и (10) в закон Кулона Cтр fNF  , получим: 

 
21

21

PP

PP

N

F
f

C

тр




 . (11) 

Замечание 1. В условии задачи длины АВ и ВС не заданы. (Кроме 

того, на рисунке ВС выглядит чуть короче АВ.) Поэтому в решении 

считаем, что, вообще говоря, ВСАВ  . 



 

- 4 - 

Замечание 2. На первый взгляд на стержень ВС в точке В действу-

ют силы, противоположные ВХ  и 1,ВY . На самом деле по 3-му закону 

Ньютона указанные силы действуют в точке В на систему, состоящую 

из ВС и шарнира В, к которому приложена снизу со стороны опорной 

плоскости еще и вертикальная реакция BR . Если же рассмотреть от-

дельно стержень ВС без шарнира В, то в точке В вдоль горизонтали 

действительно будет действовать сила, противоположная ВХ , а вдоль 

вертикали – сила 2,ВY , такая, что BВВ RYY  2,1, . Это следует из усло-

вия равновесия шарнира В. 

Выбор уравнений равновесия (2), (3), (6), (7) для решения задачи 

позволяет обойти усложнение, связанное с 1,2, ВВ YY  . 

Способ 2. Усложнение, изложенное в 

замечании 2, можно также обойти, если 

вместо равновесия АВ рассмотреть рав-

новесие всей конструкции (рис. 4). Для 

исключения реакции АR  из системы 

уравнений удобно спроецировать силы 

на наклонную ось 1х : 

  

 045cos45cos)( 211
 CB

k
kx NRPPF . (12) 

   
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l
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 0)(45cos 21  llFтр . (13) 

Записываем для стержня АВ одно уравнение равновесие (7). Из не-

го выражаем: 

 
2

2P
FN трC  . (14) 

Учтем (14) в (13): 
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Подставим (15) в (12): 

0
222

)( 2121 





CN
PPPP

, 

откуда получаем (10). 

Затем учитываем (10) в (14) и получаем (9). Далее как в способе 1 

находим ответ (11). 

Ответ.  1). 
2
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Решение задачи С2.  

Покажем, что высоту конуса и радиус диска можно подобрать так, 

что величина ВR  силы реакции подшипника В окажется равной нулю, 

тем самым принимая свое минимально возможное значение.  

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рассмотрим равновесие конуса вместе с его осью вращения (рис.5). 

В точке Е на него действует сила натяжения нити P  ( xP  ), равная 
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по величине весу груза. В точке К со стороны диска действуют нор-

мальная сила реакции N  ( OEN  , N ||Oyz ) и сила сцепления S  

( xS  ). Укажем также реакции подпятника АХ , АY , АZ  и реакции 

подшипника BХ , BZ . Для 022  ВВВ YXR  должно быть 

0 BB ZX . 

Введем оси координат 1х  и 1z , проходящие через точку А. Запи-

шем выборочно три уравнения равновесия.  

  0 KUSEHPFM k
k

y . 

 
EH

KU

S

P
 . (1) 

Так как KUEH  , то из (1):  

 SP  . (2) 

  0
1

 ABXAUSAHPFM Bk
k

z . 

Если здесь потребовать 0BX , то 

 
AH

AU

S

P
 . (3) 

 

Так как AHAU  , то из (3):  

 SP  . (4) 

Из одновременного выполнения (2) и (4) следует: 

 SP  . (5) 

Тогда из (3): AHAU  . Из этого сле-

дует, что точка К совпадает с точкой Е 

(рис. 6).  

Далее, 

    0
11

 ABZNMFM Bxk
k

x . 

Если здесь потребовать 0BZ , то 
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  0
1

NM x , то есть линия действия силы N  проходит через точку А. 

А так как OEN  , то  90AEO .   

Для прямоугольного треугольника АЕО используем известное из 

геометрии свойство (следующее из подобия треугольников): 

OHAHЕН 2 . Отсюда находим высоту конуса: 

 
a

R

AH

ЕН
OH

22

 . (6) 

Теперь рассмотрим равновесие 

диска вместе с его осью вращения 

(рис. 7). Помимо момента М на диск 

действуют со стороны конуса силы 
/N , /S  ( NN / , SS / ), а также 

сила тяжести диска G  (заметим, что 

точка ее приложения может и не ле-

жать на оси z, если диск неоднород-

ный) и реакции подшипников CХ , CY , 

DХ , DY . Обозначим через r радиус 

диска. Достаточно записать одно 

уравнение равновесия: 

   0 MrSFM k
k

z . (7) 

Заметим (рис. 6), что расстояние от точки К до оси z равно OH . 

Поэтому, с учетом (6): aROHr /2 . Тогда из (7), с учетом (5): 

a

PR
rSM

2

 . 

Замечание. Величины всех реакции связей определяются в зависи-

мости от геометрических параметров задачи (в том числе расстояний 

OD и OC), что не повлияет на приведенное выше решение. 
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Решение задачи К1. 

Обозначим угол поворота OA через φ 

(рис.8). Тогда координаты точки В: 

                 sinRx ,   cos3Ry .           (1) 

Выражаем из (1): 

                  
R

x
sin ,  

R

y

3
cos  .             (2) 

Возводя (2) в квадраты и складывая, полу-

чим уравнение траектории точки В: 

1
9 2

2

2

2


R

y

R

х
. 

Это эллипс с центром в точке О и полу-

осями R и 3R. 

Далее, дифференцируем (1): 

  cosRvx ,   sin3Rvy . (3) 

C учетом (3) скорость точки В: 

  2
1

2222 sin81sin9cos RRvvv yxВ
 . (4) 

Так как 1sin1  , то 1sin0 2   и  

 3sin811 2  . (5) 

С учетом (5) и vВv  получим из (4): 

 
RR

vv
 1

3
. (6) 

Замечание. При получении решения для второго вопроса задачи 

аналитический метод является оптимальным, позволяя дать строгое 

обоснование решения. Геометрический метод с использованием МЦС 

или теоремы о сложении скоростей при плоскопараллельном движе-

 Рис. 8 
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нии позволяет легко догадаться до крайних значений 
R3

v
 и 

R

v
 в нера-

венстве (6), но был бы для строгого обоснования оценки не очень 

удобен.   

Ответ.  1
9 2

2

2

2


R

y

R

х
.   

RR

vv
 1

3
. 

 

Решение задачи К2. 

1). Теорема о сложении ускорений при 

плоскопараллельном движении твердого 

тела (рис. 9): 

                  n
ACACAC aaaa //   .  

Чтобы обнулить проекции неизвестных 

ускорений Сa  и 
ACa / , спроецируем тео-

рему на ось х вдоль АС и затем учтем 
22

/ 2  lАСan
AC : 

n
ACA aa /45cos0  . 

                                              02
2

2 2  la . 

                                
l

a

2
 . 

 

2). Способ 1. Обозначая через Q мгновенный 

центр ускорений (МЦУ) пластины, можно за-

писать для любой ее точки М:  
n

QМQММ/CМ/CQА aaaaaa //   . 

Для удобства будем именовать пластины 

1111 DCBA  и 2222 DCBA  пластинами 1 и 2, а МЦУ 

для них обозначим через 1Q  и 2Q , соответ-

ственно. Так как 01  , то n
QCC aa

111 / . Поэто-

А В 

C D 

aD2 aС1 
Q1 

Q2 

Рис. 10 

Рис. 9 
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му 1Q  лежит на луче, сонаправленном 
1Ca , т.е. на луче 11DC . Так как 

02  , то 
222 /QDD aa . Поэтому 2Q  лежит на перпендикуляре к 

2Da , 

т.е. на прямой 22 AD .  

На едином рисунке (рис. 10) под пластиной ABCD  будет иметься в 

виду пластина 1 или 2 при рассмотрении ускорений точек соответ-

ствующей пластины (на этом рисунке изображения пластин наложены 

друг на друга).  
2
111/ 111

 QAaa n
QAA , 

222/ 222
  QAaa QAA . 

Так как 
21 AA aa  , 2

2
1  , то 2211 QAQA  . Поэтому на рис. 10 

точки 1Q  и 2Q  должны лежать на одной окружности с центром A .  

2
111/ 111

 QBaa n
QВB , 

222/ 222
  QBaa QВB . 

Так как 
21 BB aa  , 2

2
1  , то 2211 QBQB  . Значит, на рис. 10 точки 

1Q  и 2Q  должны также лежать на другой окружности с центром B .  

Таким образом, точки 1Q  и 2Q  принадлежат 

одновременно обеим этим окружностям. Две про-

извольные окружности с разными центрами могут 

пересекаться в одной или двух точках. Вариант с 

пересечением в одной точке отбрасываем, так как 

иначе 1Q  лежал бы на прямой AB , т.е. не на луче 

CD . На рис. 11 проиллюстрирован общий случай 

пересечения окружностей в двух точках K  и L .  

Замечаем, что, во-первых, ABKL , и во-вторых, расстояния от K  

и L  до прямой AB  одинаковы. Значит, 1Q  и 2Q  лежат на одной вер-

тикальной (в рамках рисунка) прямой. В нашем случае 2Q  находится 

на вертикальной прямой DA , значит и 1Q  находится на прямой DA . 

В то же время 1Q  находится на луче CD . Поэтому в данный момент 

1Q  совпадает с D , что аналогично положению L  на рис. 11.  

А В 

K 

L 

Рис. 11 
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Соответственно, на рис. 10 точка 2Q  находится в положении, ана-

логичном положению K  на рис. 11, т.е. выше точки A так, что 

21 AQAQ  .  

Если обозначить длину стороны пластины через l, то 

5

1

)2()( 22
2

2
2

1

22

2
11

2

1 











ll

l

DQCD

CD

CQ

CQ

CQ

CQ

a

a

C

C
. 

0
2

0

22

2
11

2

1 





lDQ

DQ

a

a

D

D
. 

Cпособ 2 (предложен Б.Р. Хакимовым). 

Используем теорему о сложении ускорений 

при плоскопараллельном движении твердого 

тела. Сначала выразим величины 
1Aa , 

2Aa , 

1Ba , 
2Ba  через 

1Ca , 
2Da  и величину 

2
2
1  lla . 

Для пластины 1 (рис. 12):  

1111 /CBCB aaa  . Так как 01  , то 

alaa n
CBCB  2

1// 1111
. Так как 

111 /CBC aa  , то 

 222
/

22

11111
aaaaa CCBCB  .  (1) 

Далее,  

111111111 /// BACBCBABA aaaaaa  , 

alaa n
BABA  2

1// 1111
. 

1111 /, BACxA aaa  ,
111 /, CByA aa  . 

22222 22)(
1111

aaaaaaaa CCCA  . (2)         

Для пластины 2  необходимо рассмот-

реть два различных случая, в зависимости 

от направления 2 . 

A1 B1 

C1 D1 
aС1 

aB1/C1 

aA1/B1 

Рис. 12 

х 

y 

aD1/C1 

A2 

B2 

C2 D2 
aD2 

aB2/A2 

aA2/D2 

Рис. 13 

х 

y 

aC2/D2 

2 
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1 случай. Допустим, угловое ускорение 2  направлено против ча-

совой стрелки (рис. 13). 
2222 / DADA aaa  . Так как 02  , то 

alaa DADA  
2// 2222

. Тогда  

2222 /, DADxA aaa  ,  0,2
yAa . 

 22 )(
22

aaa DA  . (3) 

Далее, 
222222222 /// ABDADABAB aaaaaa  , где  

alaa ABAB  
2// 2222

. 

2222 /, DADxB aaa  ,      
222 /, AByB aa  . 

 222 )(
22

aaaa DB  . (4) 

Из условий задачи 
21 AA aa  , 

21 BB aa  . Подставляя сюда (1) - (4), 

получаем: 

 222 )(22
211

aaaaaa DCC  , (5) 

 2222 )(
21

aaaaa DC  . (6) 

Решаем эту систему относительно 
1Ca , 

2Da . Вычитаем (6) из (5). 

Отсюда получим: 

 aaC 
1

. (7)                                       

Подставляя (7) в (5), найдем: 

 aaD 2
2
 . (8) 

Осталось выразить 
2Ca , 

2Da .  
1111 CDCD aaa   (рис. 12), где 

alaa n
CDCD  2

1// 1111
. С учетом (7): 0

11,  aaa CxD ,   0,1
yDa . 

Отсюда  

 0
1
Da . (9) 

Далее, 
2222 / DCDC aaa   (рис. 13), где alaa n

DCDC  2// 2222
. Так 

как 
222 / DCD aa  , то, с учетом (8): 

 aaaa DCDC 52
/

2

2222
 . (10) 

Из (7), (10), а также из (9), (8): 
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5

1

5
2

1 
a

a

a

a

C

C
. (11) 

 0
2

0

2

1 
aa

a

D

D
. (12)                                                    

 

2 случай. Допустим, угловое ускорение 2  направлено по часовой 

стрелке (рис. 14). Тогда вместо (3) и (4) получим: 

2222 /, DADxA aaa  ,  0,2
yAa . 

                        22 )(
22

aaa DA  .                (13) 

2222 , DADxB aaa  ,      
222 , AByB aa  . 

                 222 )(
22

aaaa DB  .           (14) 

Из условий 
21 AA aa  , 

21 BB aa   и (1), 

(2), (13), (14) получим: 

            222 )(22
211

aaaaaa DCC  .     (15) 

 2222 )(
21

aaaaa DC  . (16) 

Вычтем (16) из (15), получим (как и в 1-м случае):  

 aaC 
1

. (17)                                       

Однако, при подстановке (17) в (15) получаем, в отличие от 1-го 

случая: 0
2
Da . Но это противоречит условию задачи 0

2
Da . Значит, 

2-й случай не реализуется.  

Таким образом, реализоваться может лишь 1-й случай, и ответы 

определяются однозначно соотношениями (11), (12). 

 

Замечание 1. Вместо 
111111 BACBCA aaaa   можно было разложить 

1111 CACA aaa   (тогда aa CA 2
11
 , и при проецировании учитывается 

угол 45 ).  Аналогично, 
2222 DBDB aaa  . 

A2 B2 

C2 D2 
aD2 

aB2/A2 

aA2/D2 

Рис. 14 

х 

y 

2 
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Замечание 2. Рассмотрение двух случаев с различными направле-

ниями 2  во 2-м способе является необходимым для полноты реше-

ния.    

Ответ. 1). 
l

a

2
 .    2). 

5

1

2

1 
C

C

a

a
.    0

2

1 
D

D

a

a
. 

 

Решение задачи Д1. 

1). Найдем коэффициент жесткости одной пру-

жины (рис. 15). В положении равновесия А: 

                    030cos2  GFF упр
k

kz .              (1) 

Деформации пружин при этом равны 

RRR  2 . С учетом cRFупр   получим из (1): 

                                
R

mg
c

3
 .                                  (2) 

По теореме об изменении кинетической энер-

гии материальной точки: 

 упрG
AО AA

mvmv


22

22

. (3) 

 mgRRRmgOAmgmghAG 3)2( 22  . (4) 

 
32

2 2
2 mgR

cR
c

Aупр 


 . (5) 

C учетом (4), (5) и 0Оv  получим из (3): 

3
3

2

2 mgR
mgR

mvA  . 

3
2

gR
vA  . 

2). Так как расстояния между концами соседних нитей пренебре-

жимо малы, то число нитей можно считать стремящимся к бесконеч-

ности. При этом коэффициент упругости каждой нити является малой 

Fупр,2 

G 

Fупр,1 

z 

30
o 

A 

Рис. 15  
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величиной, которую можно обозначить через dc . Деформация каждой 

нити в положении А равна  

 RRR  20 .  (6) 

При этом малая сила упругости, действующая на материальную 

точку со стороны каждой нити, равна: 

 RdcdcdFупр  0 . (7) 

Рассматривая рисунок, аналогичный рис. 15, запишем условие рав-

новесия материальной точки в положении А: 

 0,   GdFF
K

zупр
k

kz . (8) 

Здесь через К обозначена окружность кольца, вдоль которой про-

исходит интегрирование.  

 30cos, упрzупр dFdF  . (9) 

С учетом (7) и (9) получим из (8): 

 mgRdc
K


2

3
. (10) 

Введем обобщенный коэффициент упругости с: 

 
K

dcc . (11) 

Тогда из (9): 

 
R

mg
c

3

2
 . (12) 

Обозначим через φ угол, определяющий 

положение конца М какой-либо нити на 

окружности кольца К,  20 , и отсчиты-

ваемый от луча ОВ (рис. 16). Малый угол, 

характеризующий малое расстояние между 

концами соседних нитей, обозначим через 

d . Тогда имеет место пропорциональность: 






2

d

c

dc
. 

М 
π/3 

В 

Рис. 16 

5π/3 

О 
φ 
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 


 d
c

dc
2

. (13) 

Работа силы упругости для каждой нити: 

  2
0

2
1

2


dc
dAупр . (14) 

Здесь 1  – деформация нити в момент, когда материальная точка 

окажется в положении В (далее кратко: «при положении В»). 

Обозначим часть окружности при 
3

0


  и 


2
3

5
 через 

1К . При этом RВМ  , где R – длина нити в нерастянутом состоянии. 

Поэтому на 1К  нити провисают при положении В, при этом в (14): 

01  . Работа сил упругости этих нитей на перемещении материаль-

ной точки от А до В с учетом (14), (13), (12) и (6): 

  



















 






2

3

5

3

0

22
01,

4
0

2
11

ddR
cdc

dAA
KK

упрупр  

 
333

2

4

1

3

2 2 mgR
R

R

mg






 . (15) 

Обозначим остальную часть окружности, для которой 
3

5

3





, 

через 2К . При этом RВМ  . Поэтому на 2К  нити при положении В 

растянуты (а на концах 2К  недеформированы) и в (14): 

01  RBM . Из равнобедренного треугольника ОВМ : 

2
sin2


 RBM . 












 1

2
sin21 R . 

  






 





2
sin4

2
sin41)1)2/sin(2( 22222

0
2
1 RR  
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 2

2
sin2cos12 R







 
 . (16)  

Работа сил упругости этих нитей на перемещении материальной 

точки от А до В с учетом (14), (16), (13), (12) и (6): 








 



 





dR
c

dAA
K

упрупр

3

5

3

2
2,

2
sin2cos1

2
2

 








 









3/5

3/

2

2
cos4sin

2

cR














 ))6/cos()6/5(cos(4))3/sin()3/5(sin(

3

4

2

2cR
 

 
 




















33

439
33

3

4

2

2 mgRcR
. (17) 

Работа силы тяжести GA  на перемещении от А до В такая же, как и 

на перемещении от А до О и вычисляется по (4). 

По теореме об изменении кинетической энергии материальной 

точки: 

 Gупрупр
AB AAA

mvmv
 2,1,

22

22
. (18) 

С учетом (15), (17) и (4), а также 0Bv , получим из (18): 

 
Rmg

mgRmgRmvA 3
33

439

332

2





 . 

gRvA 











6

3

8
. 

Замечание 1. Условие о наложении на материальную точку иде-

альной связи, позволяющей ей перемещаться лишь вдоль отрезка АВ, 

было введено для того, чтобы задача имела решение. 

При отсутствии этого условия материальная точка, отпущенная без 

начальной скорости из положения В, не пройдет через положение 
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статического равновесия А. В этом можно убедиться с помощью чис-

ленного моделирования. При этом достаточно рассмотреть более про-

стое движение обычного пружинного маятника (материальной точки 

на конце одной пружины) в вертикальной плоскости, записав систему 

двух дифференциальных уравнений движения материальной точки и 

выбрав её начальное и конечное положения, аналогичные положени-

ям В и А в основной задаче, соответственно. 

А так как задача обратимая (изменение кинетической энергии и 

выражения работ сил на обратном перемещении лишь меняют знак), 

то каким бы ни было направление и величина вектора начальной ско-

рости материальной точки в положении А, она не сможет оказаться в 

положении В в покое, если только её не принудить к этому, введя вы-

шеназванное условие об идеальной связи.  

Замечание 2. Очевидно, исключена ситуация, при которой скорость 

точки М в некотором промежуточном положении на АВ была бы рав-

на нулю, а затем точка прошла бы положение В на ненулевой скоро-

сти. Это связано с тем, что в промежуточном положении на АВ удли-

нения нитей, и, тем более, суммы проекций сил упругости на верти-

кальную ось будут меньше, чем в положении А. Значит, если бы в 

таком положении скорость точки М оказалась бы равной нулю, то 

затем она стала бы перемещаться не вверх вдоль АВ, а вниз вдоль АВ в 

сторону положения равновесия А. Поэтому минимальной величине 

Av в вопросе задачи соответствует 0Bv . 

Ответ. 1). 
3

2
gR

vA  .    2). gRvA 











6

3

8
. 

 

Решение задачи Д2.  Возможны 

два случая: 1) точка М не проскаль-

зывает относительно ленты, 2) про-

исходит проскальзывание точки М 

относительно ленты.  

В 1-м случае скорость точки М и 

угловая скорость барабана связаны 

соотношением  Rv  (рис. 17). По 

M 

R 

В 

Рис. 17 

Mвр 

ɷ 

v 

G 

N 

O XO 

YO 

G 
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теореме об изменении кинетического момента системы относительно 

оси Оz барабана: 


k

e
kOz

Oz FM
dt

dК
)( . 

 врОz МRmvJ
dt

d
 )( . (1) 

При этом учли, что силы трения являются внутренними силами, а 

моменты сил тяжести и нормальной реакции для точки М взаимно 

сокращаются. Далее, из (1): 

врМmR
mR

dt

d














 2

2

2
. 

mgRtmR 2

2

3
. 

 
R

gt

3

2
 . (2) 

Так как в 1-м случае ускорение точки М равно   Rаа В , то при 

этом из (2): 

 
3

2gt
а  . (3) 

Теперь рассмотрим отдельно движение точки М 

в общем случае (рис. 18). Единственная сила, дей-

ствующая на М вдоль горизонтали – сила трения 

трF  со стороны ленты. Она направлена влево (так 

как вначале точка М была в покое относительно 

ленты, а затем при вращении барабана лента уско-

ренно смещается влево, способствуя движению М 

также влево). Второй закон Ньютона для точки М в проекции на ось х:  

 трFmа  . (5)  

Учтем, что max,тртр FF  , то есть fmgFтр  . Поэтому в любом из 

двух случаев из (5) следует:  

 fgа  . (6) 

Таким образом, формула (3), а значит и 1-й случай могут реализо-

а 

G 

N 

Fтр х 

Рис. 18 
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ваться лишь при необходимом (но не достаточном) условии: 

fg
gt


3

2
. 

 1t . (7) 

Для реализации 1-го случая необходимо также, чтобы в начальный 

момент движения точка М не имела скорости относительно ленты. 

Это условие выполняется, так как вначале система была в покое.  

Таким образом, при начальных условиях в положении А 0)0( x , 

0)0( xv  в промежутке времени 10  t  выполняется следующее из 

(3) дифференциальное уравнение: 

3

2gt

dt

dv
 . 

3

2gt
v  . 

9

3gt
x  . 

При 11 t :  

 
3

1

g
v   (м/с),  

9
1

g
x   (м). (8) 

При 1t : fmgFF тртр  max, , и реализуется 2-й случай. При этом 

из (5): fgа  . Введем новый отсчет времени τ, при котором 0  при 

1t . Обозначим за 1  время движения точки М с момента 0  до 

положения В. По формуле для равноускоренного движения при 

начальных условиях (8):  

932
1

2
1 gg

fgl 


 . 

9323

2

9

7
1

2
1 gg

g
g




 . 

021
2
1  . 

1
2

91
1 


 . 
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Окончательно, все время движения точки М от положения А до по-

ложения В: 

21111  tT  (c). 

Ответ.  2T  с. 

 
 

Решение задачи Д3. Обозна-

чим массы материальной точки и 

призмы через m  и 1m , соответ-

ственно, а действующие на них 

силы тяжести через G  и 1G . Со 

стороны горизонтальной плоско-

сти на призму действует нормаль-

ная реакция 1N . Сумма проекций 

на горизонтальную ось х внешних 

сил, приложенных к системе:  

011  xxx
k

e
kx NGGF . 

С учетом того, что вначале система была в покое, по закону сохране-

ния количества движения механической системы получим (рис. 19): 

 0)( ,21  xx vmmQ . (1) 

 0,2 xv . (2) 

Значит, вектор скорости центра масс системы 2v  вертикален. 

Движение точки М рассмотрим как сложное. Ее переносное дви-

жение – движение М вместе с призмой вдоль х. При этом переносная 

скорость 1vvе  . Ее относительное движение – движение по закругле-

нию призмы. При этом относительная скорость rv  направлена по ка-

сательной к закруглению.  

 reM vvv  . (3) 

Количество движения системы в проекции на ось x c учетом (1): 

0)sin( ,11,1  xrx vmvvm . 

О
 

φ
 

А
 

C 

 

v1 

 

M 

 
vr 

 

ve 

 

v2 

 

Рис. 19 

 

х 

 

y 
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




sin

)( ,11

m

vmm
v

x

r . (4)  

Так как 0rv , то в (4): 1,1 vv x  , т.е. призма движется вправо. 

Приравняем два способа записи количества движения системы в 

проекции на ось y: 

 cos)( 21 ry mvvmmQ . 

 





cos

)( 21

m

vmm
vr . (5) 

Теперь приравниваем (4) и (5): 










cos

)(

sin

)( 2111

m

vmm

m

vmm
 

2

1

cos

sin

v

v





. 

 21 /arctg vv . 

Ответ.  21 /arctg vv . 

 

Решение задачи Д4. 

1). Обозначим lОА  , m – масса, С – 

центр тяжести стержня (рис. 20). Диффе-

ренциальное уравнение вращения одно-

родного стержня ОА вокруг оси Оz: 

)(GMJ ОzОz  . 

 60cos
23

2 l
mg

ml
. 

                        
l

g

4

3
 .                          (1) 

Теорема о движении центра масс для ОА: 

   OO
n
CC YXGaam  . (2) 

60
о 
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 ω 

А 

Рис. 20 
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Спроецируем (2) на горизонтальную ось х и учтем условие верти-

кальности реакции шарнира О, а именно 0OX : 

   060cos60sin   n
CC aam . (3) 

Учтем  )2/(laC , 2)2/(  lan
C  в (3): 

 0
22

3 2







 . (4) 

Подставляя (1), получим из (4): 

l

g33

2

1
3  . 

 

2). Движение точки А рассмотрим как сложное. При этом относи-

тельным будет движение А вдоль ВС, а переносным – движение А 

вместе с ВС при его плоскопараллельном движении (рис. 21, 22). По 

теореме о сложении скоростей при сложном движении точки:  

 reA vvv  . (5) 

Так как А вращается вокруг О, то 

ОАvА  . На пересечении перпендикуля-

ров к Вv  и Сv  получаем точку P – МЦС 

для ВС. Переносная скорость АРve  . 

Относительная скорость rv  направлена 

вдоль ВС. 

В начальный момент (рис. 21) поло-

жение 0P  совпадает с точкой О. Поэтому 

при этом ОАve  . Так как из условия 

следует, что в этот момент ОАВ – пра-

вильный треугольник, то ev  и rv  не па-

раллельны. Если спроецировать (5) на 

ось вдоль ОА, получим 0rv . Поэтому в 

начальный момент: 

eA vv  . 

Кинетическая энергия ОА в начальный момент: 

vr 

ω0 

O 

С 

В 

А 

P0 

vС 

vВ 

vе 
vА 

Рис. 21 
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00,
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ml
JT OzOA . (6) 

Угловая скорость ВС: 

 0

0

0, 
OA

v

AP

v Ae
ВС . (7) 

Кинетическая энергия ВС в начальный момент с учетом (7) и того, 

что центр тяжести ВС находится в точке, положение которой в дан-

ный момент совпадает с точкой А: 



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


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


 2
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mAOmJJT ВСВСВСАzВСzPBC  

 
33

2 2
0

22
0

2 





mllmВС . (8) 

Из (6) и (8) кинетическая энергия системы в начальный момент: 

 
2

2
0

2

0,0,0




ml
TTT ВСOA . (9) 

С началом движения с учетом направления 0  центры тяжести ОА 

и ВС начинают опускаться. При этом работа силы тяжести положи-

тельна и кинетическая энергия системы 

будет возрастать. Установим положение 

системы, при котором скорости точек 

стержня ВС окажутся равными нулю, но при 

этом стержень ОА с кинетической энергией, 

равной кинетической энергии всей системы, 

продолжит свое движение. 

Заметим, что угловая скорость стержня 

ВС будет равна нулю (а значит и скорости 

всех его точек равны нулю), если скорость 

какой-то его точки, отличной от В или С, 

окажется равной нулю. (Несложно убедить-

ся, что МЦС в такой точке оказаться не мо-

жет.) В качестве такой точки рассмотрим 

точку стержня ВС, в положении которой в 

данной момент находится ползун А. Таким 

ω1 
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А 

P1 

vС 

vВ 

vе 

vА 

Рис. 22 

vr 
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образом, переносная скорость ev  ползуна А должна равняться нулю. 

Из (5): 

rA vv  . 

Тогда Av  параллельна ВС. Так как ОАvА  , то в этот момент 

должно быть ВСОА  . На рис. 22 указано такое положение системы. 

Оно реализуется благодаря тому, что расстояние от шарнира О до 

линии движения ползуна В равно длине ОА. Из геометрических сооб-

ражений можно сделать вывод, что до этого момента условие 

ВСОА   реализоваться не может (см. замечание). 

Возможно также несколько иное рассуждение. При вертикальном 

положении ВС положение МЦС 1P  совпадает c точкой В. При этом 

получается, что АВve  . При проецировании (5) на ось вдоль ОА по-

лучим 0ev , откуда 0/ 1  APveВС . 

Кинетическая энергия системы в этот момент (по аналогии с (6)): 
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Изменение высот центров тяжести ОА и ВС:  
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3
60sin
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Тогда сумма работ внешних сил:  

 BCВСOAOAGG
k

e
k gHmgHmAAA
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





 . (11) 

Подставляем (9), (10) и (11) в теорему об изменении кинетической 

энергии механической системы: 


k

e
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226

2
0

22
1

2 mglmlml
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
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
. 

l

gl )(3 2
0

1


 . 

Замечание. То, что условие ВСОА   не может реализоваться ра-

нее достижения положения, указанного на рис. 22, и так достаточно 

хорошо видно по рисунку. Приведем схему рассуждений для строгого 

обоснования этого. Можно было бы ввести систему координат xy с 

началом в точке пересечения линий ползунов В и С и осью х вдоль 

горизонтали, записать уравнение прямой ВС в виде 0 cbyax  c 

учетом 222 )2( lyx ВС  , записать формулу для расстояния от точки О 

до этой прямой  
22 ba

cbyax
h

OO




  и далее численно показать, что при 

уменьшении Сx  от l до 0 величина h монотонно возрастает от 2/3l  
до l. Из последнего с учетом lОА   будет следовать, что условие 

ВСОА   достигается при 0Сx , что соответствует положению си-

стемы на рис. 22. 

Ответ. 1). 
l

g33

2

1
 .    2).  

l

gl )(3 2
0

1


  .  

 


