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ВВЕДЕНИЕ
В физике внутренние симметрии связаны с ха-

рактером взаимодействия и порождают динамиче-
ские правила суперотбора, связанные с зарядами.
Такие симметрии описываются с помощью ком-
пактных групп G глобальных калибровочных пре-
образований и в абелевом случае это могут быть
электрический, барионный, лептонный и т.п. заря-
ды, а в неабелевом случае — изоспин, цвет и др.
“неабелевы” заряды. В дальнейшем мы сосредото-
чимся на неабелевом случае.

Заряды связаны с суперотборными секторами,
которые индексируются собственными значени-
ями так называемого суперотборного оператора и
поэтому характеризуются значениями зарядов.
Суперотборный оператор разбивает гильбертово
пространство физических состояний на семей-
ство ортогональных подпространстви в этом пла-
не они соответствуют суперотборным секторам.

Правила суперотбора запрещают любые пере-
ходы между этими секторами без изменения зна-
чений зарядов в них. В роли переносчиков заря-
дов выступают полевые операторы, поэтому пе-
реходы между суперотборными секторами могут
осуществляться лишь при участии полей. В каж-
дом из этих ортогональных подпространств реа-
лизуются классы эквивалентности неприводи-
мых “физически интересных” представлений ал-
гебры наблюдаемых [1–3], и поэтому можно
сказать, что поля в данном контексте появляются
автоматическим образом как сплетающие опера-
торы неприводимых представлений алгебры на-
блюдаемых.

В работе [4] было показано, что множество
классов унитарно-эквивалентных представлений

компактной группы G находится в однозначном
соответствии с суперотборными секторами, а
именно, они действуют в соответствующих гиль-
бертовых подпространствах. Поэтому суперот-
борную структуру алгебры наблюдаемых можно
описать также и с помощью представлений ком-
пактной группы G.

Эти представления с математической точки зре-
ния образуют моноидальную тензорную симмет-
рическую C*-категорию [5, 6]. В такой категории
определены три алгебраические операции, являю-
щиеся необходимыми элементами суперотборной
структуры: операция сопряжения, перестановоч-
ная симметрия и композиция. Это позволяет стро-
ить суперотборную структуру на математическом
фундаменте, где операции перехода к античасти-
це, статистика сектора и сложение зарядов позво-
ляют дать упомянутым математическим операци-
ям ясную физическую интерпретацию.

В данной работе нами построена простая алгеб-
раическая модель для описания малонуклонных
систем во внутреннем изотопическом простран-
стве. В основе модели лежит категория hilb тензор-
ных степеней гильбертова пространства, базисом
которого служат изометрии ψi (i = 1, 2), удовлетво-
ряющие условиям (3) и (4) и которые порождают
алгебру Кунца  [7]. Другими словами, объекты
этой категории суть objhilb = {   …},  =
= Lin{ψi}i = 1, 2. В этих гильбертовых пространствах
реализуются тензорные степени представления
группы  которые индексируются с помо-
щью квантовых чисел изоспина {0; 1/2; 1; 3/2; …},
и правило произведения объектов категории поз-
воляет описать сложение изоспинов и получить
соответствующие суперотборные сектора.
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На заключительном этапе эта модель приме-
няется для описания малонуклонных систем и
показывается, что изометрические сплетающие
операторы (элементы алгебры Кунца), которые не
инвариантны относительно действия группы G,
позволяют получать из вакуумного сектора изо-
топические заряды суперотборных секторов. Та-
кие сплетающие операторы мы интерпретируем
как полевые операторы, переносящие заряды
между секторами. Среди изометрических опера-
торов, сплетающих вакуумный сектор с осталь-
ными, есть оператор, остающийся поточечно
фиксированным при действии группы G. Такая
изометрия получается следующим образом. В ал-
гебре эндоморфизмов есть проектор, который
определяет подобъект, соответствующий антисим-
метричному подпространству и который сплетает-
ся с вакуумом указанной изометрией. Поэтому сек-
тор, соответствующий детерминанту специального
объекта [5, п. 3], имеет минимальное значение
изоспинового квантового числа и тем самым поз-
воляет находить устойчивые связанные состоя-
ния нуклонов.

1. МОДЕЛЬ

Как уже было сказано во введении, в соответ-
ствии с теорией суперотборных секторов, гиль-
бертово пространство  физических состояний
разбивается на сумму ортогональных подпро-
странств  (называемых суперотборными сек-
торами), которые нумеруются собственными зна-
чениями суперотборного оператора. В случае на-
блюдаемых, связанных с пространственными или
пространственно-временными областями, пред-
ставления C*-алгебры  наблюдаемых, удовле-
творяющие критерию отбора

(1)

где  означает унитарную эквивалентность, дей-
ствуют в подпространствах  не “выталкивая”
вектора состояний из этих подпространств. Здесь

 – причинное дополнение к  Представ-
ления, удовлетворяющие условию отбора (1), на-
зываются представлениями Допличера–Хаага–
Робертса (ДХР-представлениями) и обозначают-
ся как  Среди всех возможных секторов

 есть так называемый вакуумный сектор, со-
держащий вакуумный вектор |0>. Такое вакуум-
ное представление обозначим как  [1–3].
Множество ДХР-представлений, удовлетворяю-
щих критерию отбора (1) с математической точ-
ки зрения образует симметрическую тензорную
С*-категорию repDHR( )-категорию так называ-
емых ДХР-представлений.
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Внутренняя симметрия данной физической си-
стемы задается калибровочной группой G, которая
оставляет алгебру наблюдаемых  поточечно фик-
сированной. В случае неабелевой калибровочной
группы (2) изотопических вращений суперот-
борные сектора нумеруются изоспиновыми кван-

товыми числами T = 0; ; 1; ; …. Каждое подпро-

странство  с фиксированным значением изо-
спина T, но с разными значениями его проекций
Tz = 2T + 1 связано с эквивалентными представ-
лениями алгебры наблюдаемых 

Если только суперотборная структура задана,
мы можем построить полевую алгебру, элементы
которой (т.е. полевые операторы) осуществляют
переходы между секторами и играют роль сплета-
ющих операторов. Гильбертово пространство

(2)

в котором действует полевая алгебра и которое
представляет собой прямую сумму когерентных
подпространств, нумеруемых собственными зна-
чениями оператора T, находится во взаимно од-
нозначном соответствии с неприводимыми пред-
ставлениями группы (2). Эти представления
также образуют симметрическую тензорную
С*-категорию, которую обозначим как rep(G).
Категория repDHR( ) в свою очередь, изоморф-
на как категории локализованных эндоморфиз-
мов end  порожденных тензорными степеня-
ми некоторого  размерности d, так и
категориям hilb и rep(G). Категория end  также
является симметрической тензорной C*-катего-
рией. Произведение объектов категории опреде-

ляется как . Если

объект  является специальным [5], простран-
ства морфизмов  этой категории по-
рождают алгебру Допличера–Робертса [5].

Центральным элементом в такой модельной
конструкции является построение C*-алгебры
скрещенного произведения  ⋈  [6], которая
играет роль полевой алгебры. Эта алгебра содер-
жит  в качестве подалгебры, остающейся пото-
чечно фиксированной относительно действия
компактной группы G, причем группа G является
группой автоморфизмов скрещенного произве-
дения. Другими словами, группа G оказывается
замкнутой подгруппой группы aut(  ⋈ ). В слу-
чае алгебры “внутренних” наблюдаемых, эндо-
морфизм  порождается фундаментальным мульти-
плетом (3), (4). Поэтому C*-динамическую систему

 можно отождествить с C*-динамической си-
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стемой  где  – поточечно фиксирован-
ная подалгебра алгебры  относительно дей-
ствия G (на языке теории групп в этом случае G
является стабилизатором  в ),  – сужение
канонического эндоморфизма  алгебры  к ал-
гебре 

В случае  r-я тензорная степень

представления  действует как унитарный опера-
тор в  и пространства G-инвариантных сплета-
ющих операторов  порождаются опе-

раторами

где  и

где   – симметриче-

ская группа (см. [6]).
Теперь, учитывая, что изоспин нуклонов име-

ет две проекции, ограничимся случаем d = 2 и по-
строим моноидальную категорию rep(G) тензор-
ных степеней неприводимого представления 
компактной группы  объекты которой суть

где  …;  Морфизмы в
этой категории – сплетающие операторы таких
представлений. В физическом плане бинарная опе-
рация тензорного произведения “ ” соответствует
векторному сложению изоспинов.

В качестве ортонормированного базиса гиль-
бертова пространства  где действуют непри-

водимые представления  выберем мультиплет
 (i = 1, 2), удовлетворяющий соотношениям

(3)

(4)

который порождает *-алгебру  пополнение ко-
торой по C* норме образует алгебру Кунца  Ли-
нейная оболочка  данного мультиплета
образует d-мерное (в данном случае двумерное)
гильбертово пространство  со скалярным про-
изведением, представляемым как 
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где  Такое гильбертово пространство
назовем каноническим. Его тензорные степени

 (r = 0, 1, 2, …) образуют подкатегорию hilb,
где морфизмы – сплетающие операторы. Объ-
екты hilb образуют G-модули, в которых дей-
ствуют непрерывные унитарные представления
(т.е. ) группы G. Морфизмами в этом
случае являются G-модульные гомоморфизмы

 Эта конструкция позволяет нам

определить подалгебру  алгебры Кун-
ца  – алгебру наблюдаемых следующим обра-
зом. Поскольку индуктивный предел последова-
тельности

где  – инъектив-
ное отображение морфизмов, определяет при
фиксированном k некоторое банахово простран-
ство  то, суммируя по всем k, получаем Z-гра-
дуированную C*-алгебру  в кото-
рой действует эндоморфизм  Замыкание этой

алгебры  приводит к подалгебре  алгебры
Кунца.

2. МАЛОНУКЛОННЫЕ СИСТЕМЫ
В качестве одного из приложений модели рас-

смотрим возникновение связанных состояний
частиц, состоящих из двух-, трех- и четырех нук-
лонов при наличии правил суперотбора по изо-
спину.

Для начала построим для этого случая катего-
рию rep(G) тензорных степеней неприводимого
представления  компактной группы 
замкнутую относительно прямых сумм. Действие
элемента группы

на мультиплет  и  удовлетворяющий (3) и (4),
при  определим стандартным образом:

где  – матричные элементы фундамен-
тального представления группы  Образуя
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из базисных элементов  и  антисимметрич-
ный тензор

(5)

и симметричные тензоры

(6)

играющие роль ортонормированного базиса в тен-
зорном квадрате  размерности 4, порожден-

ным линейной оболочкой  получим

матрицу представления  кото-
рая является прямой суммой тривиального ( ) и
трехмерного векторного ( ) представлений.

При этом (5), (6) соответствуют равновероят-
ным состояниям двух нуклонов, изначально не
поляризованных по изоспину, т.е. отвечают за
возможные состояния pp, nn, np и pn, где p – со-
стояние протона, n – нейтрона.

В случае трех частиц, получаем 8-мерное гиль-
бертово пространство  =  с
базисом

(7)

(8)

(9)

где через  обозначены соответствен-
но базисы (5), (6). При этом матрица представле-
ния  разлагается в прямую сумму
неприводимых представлений  где
представление  появляется с кратностью два и
ему соответствуют элементы базиса (7) и (8). Эле-
менты базиса (9) соответствуют при этом представ-
лению  и проекциям 

Аналогично, для четырех частиц получаем
пространство состояний вида  =

=  которое является 16-мер-
ным. Однако можно найти такой базис, в котором
матрица представления разлагается в прямую
сумму  неприводимых представле-
ний, где изосинглетное представление появляет-
ся с кратностью два, изотриплетное представле-
ние – с кратностью три, а неприводимое представ-
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ление, соответствующее значению T = 2, имеет
единичную кратность. Приведем здесь лишь выра-
жения для базисных векторов, соответствующих
изосинглетному представлению:

(10)

(11)

Рассмотрим сначала хорошо изученную двух-
нуклонную систему. Система из двух нуклонов
может иметь изоспин либо T = 0 либо T = 1. Такую
же схему связи имеет и обычный спин. Поэтому
гильбертово пространство состояний (2) для двух-
нуклонной системы состоит из прямой суммы двух
подпространств, одно из которых представляет со-
бой антисимметрическую часть с базисом (5) а дру-
гое – симметрическую с базисом (6).

Используя (5), (6), введем операторы проек-
тирования для двухнуклонных состояний: SS* на
антисимметрическое, и KK*, LL*, MM* на сим-

метрическое подпространства, где S =  ×

×  (см. (2")), K = 

 
Нетрудно увидеть, что проектор SS* оставляет

неизменным нейтрон-протонное антисимметрич-
ное состояние, обращая в нуль все остальные, про-
ектор LL* оставляет неизменным двухнейтронное
состояние, обращая в нуль все остальные, проек-
тор KK* не меняет симметричное нейтрон-про-
тонное состояние, обращая в нуль все остальные, и
наконец, проектор MM* оставляет неизменным
двухпротонное состояние, обращая в нуль все
остальные. Оператор MM* может быть рассмот-
рен и как оператор двух обычных электрических
зарядов, который проектирует на двухпротонное
состояние  Не инвариантные относительно
действия группы  операторы KS*, LS*,
MS* порождают из вакуума изотопический за-
ряд T = 1 и поэтому имеют смысл полевых опе-

раторов вида  i = 2, 3, 4 и  опре-
деляется с помощью (5), а  – с помощью (6). При

этом G-инвариантный оператор  ×

×  =  отвечает за

нулевое значение изотопического заряда и соответ-
ствует наблюдаемому дейтрону.
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Таким образом, тензорная часть ядерного вза-
имодействия, которая зависит от взаимной ори-
ентации спинов нуклонов, имеет большую ин-
тенсивность при минимальном изоспине и со-
гласно данной модели, связанное состояние
образуют лишь те состояния, которые получают-
ся под действием оператора S.

Переход под действием полевого (сплетаю-
щего) оператора из состояния с T = 0 в состоя-
ние с T = 1 соответствует переходу к симметриче-
ским подпространствам (6), что приводит к несвя-
занным двухнуклонным состояниям nn, pp и pn.

Обзор по связанным состояниям в системе из
трех частиц содержится, например, в работе [8].
Трехнуклонная система может образовать свя-
занное дублетное состояние с базисом (7), соот-
ветствующее минимальному изоспину системы
T = 1/2. Такой дублет соответствует двум зер-
кальным ядрам с одним протоном и двумя ней-
тронами (ядро трития, т.е. дейтрон + нейтрон) и
с одним нейтроном и двумя протонами (гелий-3,
т.е. дейтрон + протон), которые согласно дей-
ствию оператора (2') (при d = 2, n = 3) имеют
смешанную перестановочную симметрию. Фак-
тически вид самих операторов (представлений
симметрической группы в алгебре Кунца) доста-
точно громоздкий. К примеру, при d = 2 и n = 3
один из 3! = 6 операторов  сответствую-
щий перестановке (1 3 2), имеет вид υ(p3) =
=ψ1ψ1ψ1  + ψ1ψ1ψ2  + ψ1ψ2ψ1 ×
×  + ψ1ψ2ψ1  + ψ2ψ1ψ1  +
+ ψ2ψ1ψ2  + ψ2ψ2ψ1  + ψ2ψ2ψ2 .
Другими словами, связанные состояния (e1, e2 и
e3, e4 в (7), (8)) трех нуклонов с изоспином T = 1/2
(тритий и гелий-3) образуются с помощью сме-
шанных представлений, а несвязанные ненаблю-
даемые состояния (трех нейтронов (3n) и 3Li) со-
ответствуют симметричному представлению с
T = 3/2 (базис e5-e8 в (9)).

Некоторые направления теоретических иссле-
дований по четырехнуклонным системам приве-
дены в обзоре [9]. Среди всех четырехнуклонных
систем (4n, 4p, 1n3p и пр.) связанное состояние
имеет лишь ядро 4He, т.е. -частица. Экспери-
мент показывает, что -частица имеет нулевой
спин и изоспин.

Согласно нашей модели, имеются два состоя-
ния, соответствующие изосинглетам (10), (11), ко-
торые остаются поточечно фиксированными отно-
сительно действия группы. Однако состояние,
определяемое выражением (10) является произве-
дением двух операторов S, что позволяет интер-
претировать это состояние соответствующим на-
блюдаемой -частице.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В данной работе предложена простая алгебра-

ическая модель с правилами суперотбора по
изоспину. Хотя здесь мы начали апробировать
данную модель лишь на простых примерах, не
вдаваясь в подробный анализ структуры получа-
ющейся алгебры внутренних наблюдаемых (ко-
торая, например, в случае  имеет вид
(  (k = 0, 1, 2)), на самом деле она
позволяет осуществлять дуальное описание кванто-
вой физической системы, поскольку симметриче-
ская моноидальная C*-категория является дуаль-
ным объектом к компактной группе G внутрен-
них симметрий (см. например, [5], п.6). Поэтому
такое описание позволяет ввести понятие полевых
объектов как сплетающих операторов между су-
перотборными секторами (т.е. между объектами
категории, которые индексированы значениями
суперотборного заряда).

Еще раз отметим, что здесь мы рассматривали
нуклонные системы лишь в изотопическом про-
странстве, пренебрегая пространственными и спи-
новыми функциями. Для построения полной сети
алгебры наблюдаемых  необходимо
ввести в рассмотрение также и дублет дираковских
протон-нейтронных полей  сим-
метричных относительно  калибровочных
преобразований с произвольными пробными
функциями с  (или ), где

 – носитель функции  т.е. наименьшее
подмножество, вне которого функция исчезает и

 (или ).
Также заметим, что данная модель может быть

полезна и для изучения некоторых аспектов ад-
ронных (в частности, дибарионных) резонансов,
которые интенсивно обсуждаются в литературе в
последнее время.
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